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V JJ0 Afslutningen af den f0rste skandinaviske Matematikerkongres 
i Stockholm, September 1909, traf man en forelobig Aftale om, at 
den nseste Kongres skulde S0ges afholdt i Kj0benhavn to Aar senere. 

Da den materielle Basis for Afholdelsen af en saadan Kongres var 
sikret gennem Tilskud fra Staten og Bidrag fra Private, og da Carls- 
bergfondet gav Tilskud til Trykning af Kongresberetningen, konstitu- 
erede folgende danske Matematikere sig som Kongresbestyrelse og 
Indbydere; 

Docent ved Universitetet, Dr. H. Bohr. 

Docent ved Landbohojskolen, Dr. C. Crone. 

Raadsformand, Dr. J. P. Gram. 

L^rer ved Officerskolen, Dr. Carl Hansen. 

Professor ved den polytekniske Laereanstalt, Dr. P. C. V. Hansen. 
Professor ved Universitetet, Dr. P. Heegaard. 

Professor ved den polytekniske Laereanstalt, Dr. J. Hjehnslev. 
Telefoningenior J. L. W. V. Jensen. 

Professor ved den polytekniske Laereanstalt, Dr. C. Juel. 
Direktor for Gradmaalingen, Generalmajor V. H. 0 . Madsen. 
Professor ved Universitetet, Dr. Niels Nielsen. 

Direktor for Forsikrings-A/S »Dan,«, Dr. H. Valcntiner. 
Professor emeritus. Dr. H. G. Zeuthen. 

Paa sit f0rste Mode valgte Bestyrelsen Kongressens Praesidium: 

Praesident: Professor, Dr. Niels Nielsen. 

Sekretaer: Dr. Carl Hansen. 

Kasserer: Mag. sc. C. R. Ette. 

Af Hensyn til Universitetsjubilaeet i Kristiania i Begyndelsen af 
September 19 ii besluttede man at afholde Kongressen i Dagene 
28—31 August, hvilket ogsaa gennem fortes. 



I Kongressen deltog i alt 93 skandinaviske Matematikere, nemli 

Akerman, N., Fil. stud.Lund. 

B'dcklund, A. V., Professor, Dr.Lund. 

A. H., Mag. sc.Holte. 

Bardenfieth, J. F. R, stud, jur.Helsingor. 

Bertelsen, N. P., Beregner.Kj0benhavn. 

Birkeland, R., Professor, Dr.Trondhjem. 

Bjerknes, V., Professor, Dr.Kristiania. 

Block, H. G., Docent, Dr.Lund. 

Bohr, Harald, Docent, Dr. Kjabenhavn. 

Bohr, Niels, Dr.Kjabenhavn. 

Borenius, G., Dr. Helsingfors. 

Broden, 71 , Professor, Dr. Lund. 

Brun, V., Dr. Drobak. 

Bucht, G., Docent, Dr.Uppsala. 

Burrau, C, Direktar, Dr.Kjabenhavn. 

Bogh, F., Mag. sc.Kjabenhavn. 

Carstens, U., Adjunkt.Frederiksborg. 

Charlier, C. V. L., Professor, Dr. ... Lund. 

Christiansen, C., Professor, Dr.Kjabenhavn. 

Crone, C., Docent, Dr.Kjabenhavn. 

Drachmann, A. B., stud, mag.Kjabenhavn. 

Eibe, Th., cand. mag,, Fraken.Kjabenhavn. 

Ekman, W., Professor, Dr.Lund. 

Elvang, Fr., Mag. sc.Kjabenhavn. 

Engstrom, F., Observator, Dr.Lund. 

Erlang, A. K., cand. mag.Kjabenhavn. 

Ette, C. R., Mag. sc.Kjabenhavn. 

Fredholm, L, Professor, Dr.Stockholm. 

Goldman, H., Fuldmmgtig, cand. mag. Kjabenhavn. 

Gram, y. P., Raadsformand, Dr.Kjabenhavn. 

Grauers, H., Lektor, Dr. Goteborg. 

Gyllenberg, Fil. kand.Lund. 

Hansen, Carl, Adjunkt, Dr.Kjabenhavn. 

Hansen, H. P. C., cand, mag.Kjabenhavn. 

Hansen, Jens . Kjabenhavn. 

Hansen, P. C. V., Professor, Dr.Kjabenhavn. 

Heegaard, P., Professor, Dr.Kjabenhavn. 

Hintikka, A., Fil. mag.Helsingfors. 

Hjelmslev, J, Professor, Dr.Kjabenhavn. 








































Holmgren, E., Professor, Dr.Uppsala. 

Iversen, L., Direkter, Dr.Kjobenhavn. 

Jensen, % L. W. V., Telefoningenier. Kjobenhavn. 

^Fensen, V. A. C., cand. mag.Kj0benhavn. 

Jessen, J. L. W., Kommunelaerer, cand. 

phii.Kjobenhavn. 

yohansson, S., Docent, Dr.Helsingfors. 

yuel, C., Professor, Dr.Kj0benhavn. 

Kierboe, T., Mag. sc.Kjobenhavn. 

Kobbernagel, P. C. F., Assistent, cand. 

mag .Kjobenhavn. 

Koch, H. von. Professor, Dr. Djursholm. 

Kristensen, S., cand. mag.Kjobenhavn. 

Krflger, C., cand. phil. Kjobenhavn. 

KuylensHema, N., Fil. kand.Vaxjo. 

Lehmann, /., stud, mag., Fr0ken .... Kjobenhavn. 

Lindetof. E., Professor, Dr. Helsingfors. 

Lindstrbm, S., Fil. kand . Nettraby. 

Lund, H., cand. mag., Froken.Kj0benhavn. 

Madsen, V. 0 . H., Generalmajor-Kjebenhavn. 

Mahnquist, y.. Dr. Huddinge.. 

Mattson, R., Lektor, Dr. Vesteris. 

Mikkelsen- Vendsyssel, A,, Mag. sc. .. Kjobenhavn. 

Mittag-Leffler, G., Professor, Dr.-Djursholm.' 

Mollerup, J.. Dr.Kjobenhavn. 

Neovius, E. R., Professor, Dr. Kj0benhavn. 

Nevofilinna, L., Dr. Helsingfors. 

Nielsen, Ali, cand. mag. Kj0benhavn. 

Nielsen, E. S., stud, math., Froken.. Kjobenhavn. 

Nielsen, Niels, Professor, Dr. Kjobenhavn. 

Norland, Margrcthe, Fr0ken.Kjobenhavn. 

0 see 7 i. C. W., Professor, Dr. Uppsala. 

Palmquist, R., Fil. lie. Stockholm. 

Pedersen, P. 0 ., Docent, cand. polyt. Kj0benhavn. 

Petersen, Chr., Mag. sc. Kjobenhavn. 

Petrhi, Loidse, Dr., Froken. Lund. 

Petrini, H, Lektor, Dr. VLxjd. 

Phraginin, E., Professor, Dr.Djursholm. 

Pleijel, H., Docent, Dr. Uppsala. 

Rosin, A., Lektor, Dr. Malmo. 



































VIII 


Schoti, R, Mag. sc. Kj0benhavn. 

Sjogren, S, Fil. mag.Borgledcn. 

Smith, Kirstine, cand. mag., Froken • Kj0benhavn. 

Smith, 0 , A,, cand. mag. Kj0benhavn. 

Steffemen, F,, Seketaer, cand. jur.. Kj0benhavn. 
Stephansen^ Elisabeth, Dr., Fr0keii... Aas. 

Stridsberg, E., Docent, Dr. Stockholm. 

Stromgren, E., Professor, Dr.Kjobenhavn. 

Sterpner, C., Professor...Kristiania. 

Svensson, B., Docent, Dr. Lund. 

Tvemtoes, Konferensraad.Kjobenhavn. 

Valentiner, H, Direktor, Dr.Kjobenhavn. 

Wicksell, K,, Professor, Dr.Lund. 

Wicksell, Sven, Fil. stud.Lund. 

Wiman, A., Professor, Dr.. Uppsala. 

Zeuthen, H, G., Professor, Dr.Kjobenhavn. 


Paa Grund af forskellige Omstaendigheder blev det i sidste 0 jeblik 
nodvendigt at foretage visse iEndringer i det udsendte Programudkast, 
saaledes at Kongressen afholdtes efter folgende Program: 

Mandag den 28. August. 

Kl. 10. Kongressen aabnedes.^ Indledningstale afPraesidenten, Professor 
Niels Nielsen, 

Kl. loYg. Dirigent: Professor Nielsen, 

Vxoits%or Zeuthen: PraecisionsmathematikensTilbliven fra Pytha¬ 
goras til Euklid. 

Kl. 2. Dirigent: Professor Heegaard, 

Professor Niels Nielsen: Om analytiske funktioners udvikling 
i raekke efter hypergeometriske funktioner. 

Professor Oseen: Om integralekvationernas betydelse for hydro- 
dynamiken. 

Professor Bjerknes: Grafisk algebra og grafisk differential- og 
integralregning. 

Cand. mag. 0 , A. Smith: En Saetning om den homogene lineaere 
Differentialligning af anden Orden, hvis Koefficienter er anden 
Grads Polynomier. 

Kl. 772 * Modtagelsessouper i den kgl. Yachtklubs Pavilion paa Lange- 
linie. 
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Kl. 10. 


Kl. 2. 


Kl. 10. 


Kl. 2. 


Tirsdag den 29. August. 

Dirigent; Professor Mittag-Leffler. 

Telefoningenior J. L. JV. V. yensen: Undersogelser over Lig- 
ningernes Theori I. 

Professor Hjelinslev: Nye Undersogelser over Geometriens 
Grundlag. 

Professor Heegaard: Et Problem i Analysis situs. 

Dirigent: Professor Wiman. 

Dr. Mahnquist: Om andligt mangtydiga integraler till alge- 
braiska differentialekvationer af forsta ordningen. 

Dr. y. MoUerup: Om Identiteten af den Fredholmske Deter¬ 
minant og en uendelig v. Koch’sk Determinant. 

Professor Giarlier: Den anal5rtiska losningen av banbestam- 
ningsproblemet. 

Onsdag den 30. August. 

Dirigent: Professor Bjerknes. 

Professor yuel: Om algebraiske og ikke-algebraiske P'lader. 
Docent Pleijel: Om telegrafistekvationen. 

Docent Bohr: Om de Vserdier, den Riemann’ske Funktion 
'C,{p + it) antager i Halvplanen c 5 >* i. 

Dirigent: Professor Stermer. 

Professor Brodhi: Ett axiomsystem for den euklidiska geo- 
metrien. 

Mag. sc. E. Schou: Nogle Klasser af harmoniske Funktioner 
med tre Variable. 

Professor Bjerknes: Kraftfelt-faenomener i kontinuerlige ma- 
terielle medier. 

Professor Lhideldf: Om en af den danske sprakforskaren 
Karl Werner angifven modifikation af fdrfarandet vid har- 
monisk analys af periodiska kurvor. 

Docent Block: Lineara partiella dififerentialekvationer med 
multipla karakteristiker. 
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Torsdag den 31. August. 

Kl. 10. Dirigent: Professor Lindelof, 

Lektor Mattson: Om en klass hela funktioner af irregular 
tillvaxt. 

Professor Neovius: Otn nagra af Rietnann icke betraktade 
minimalytstycketij hvilkas begransning bildas af tre rata linier. 
Docent yohansson: Om konvergensen af de Poincare’ska 
0-serierna i hufvudcirkelfallet. 

Kl. 2Y2 Dirigent: Dr. Nevanlinna. 

Telefoningenior % L, W. V. Jensen: Undersogelser over Lig- 
ningemes Theori II. 

Kl. 6. Afskedsmiddag paa den kgl. Skydebane. 


Af de 23 Kongresforedrag indeholder denne Beretning de 20, af- 
trykte i den Orden, hvori de holdtes, idet dog Telefoningeni0r Jensens 
to Foredrag, for Satnmenhaengens Skyld, er trykte under et. 

For de 3 andre Foredrags Vedkommende bar Forfatterne kiin 
onsket en kort Redegorelse aftrykt i Beretningen. 



INDLEDNINGSTALE VED AABNINGSM0DET. 

AF 

NIELS NIELSEN. 


Deres Ekscellence! Deres Magnificence 1 

Hejlcerde og hejtcerede forsamling ! 

I tidsrummet 1839-98 holdtes der, med ulige store mellemrum, ialt 
15 skandinaviske naturforskerni0der, med sektion for matematik, 
vckselvis i Sverige, Norge og Danmark. Den, der kun kender disse 
moder gennem de eksisterende beretninger, faar det indtryk, at de 
maa vare gaaet ind af mangel paa tilslutning; thi mod slutningen blev 
mellemrummene st0rre. 

Derfor maatte tanken om ii aar senere at afholde en skandinavisk 
metematikerkongres paa forhaand syncs dristig. Hvor skulde det vaere 
muligt efter saa kort tids forlob at afholde en kongres af skandinaviske 
matematikere alene, naar naturforskermoderne, der dog havde en langt 
bredere basis, ikke mere kunde trivesl Ved selv den korteste over- 
sigt over matematikens stilling i Skandinavien lige indtil vore dage 
kunde dette indtryk kun yderligere forstserkes. 

Selv om det vel maa indrammes, at matematiken gennem det i6de 
og I7de aarhundrede kun mere sporadisk blomstrede ved de store 
universiteter. saa er det dog utvivlsomt en kendsgeming, at denne 
videnskab i disse aarhundreder aldrig fandt noget brandpunkt ved de 
skandinaviske universiteter. 1 det i8de aarhundrede, da grunden til 
den moderne analyse lagdes, kom der vistnok fra Skandinavien ikke 
et eneste arbejde, der var af blivende betydning for denne maegtige 

Imrebygnings rejsning. ' 

Ved sydgraensen, i Kiel, har Friedrich Ko’cs i aaret 17291 * 
lille note i Acta Eruditorum, angivet dpbbeltintegralet til krumme 
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fladers komplanation. Stockholmerakademiet bar publiceret adskillige 
arbejder vedr0rende infinitesimalregningen, og i Sor0 fors0gte yens 
Kraft ved aarhundredets midte at bestemme raekkeudviklingerne efter 
potenser med brudne eksponenter for algebraiske funktioner. 1786 
gav Erland Samuel Bring i Lund sin mserkvserdige og fundamentale 
transformation af ligningen af femte grad, medens Caspar Wessel 
1797 til Videnskabernes selskab i Kobenhavn indleverede sin teori for 
de komplekse tal. 

Alt dette blev imidlertid nden betydning for den matematiske 
videnskabs almindelige udvikling. Brings opdagelse kom forst til sin 
ret lasnge efter at Jerrard havde gjort den paany, og man blev forst, 
gapske tilfaeldig, opmaerksom paa Wessels prioritet hundrede aar efter 
bans arbejdes fuldendelse. 

For omverdenen syntes Abel aabenbart at staa ganske isoleret i 
Skandinavien; matematikere som Carl Eerdinand Degen^ Carl Johan 
Hill^ Christian Jiirgtnseyi bar sikkert vaeret af stor betydning for deres 
naermeste omgivelser; men for udlandet forsvandt de i Abels vaeldige 
slagskygge. 

Selv om en Malmstcns arbejder ikke var upaaagtede, skete der 
dog forst med den naeste generation et virkeligt gennembrud. Vi bar 
den «re ber i vor kreds at have to af veteranerne fra dette gennem¬ 
brud, neralig professorerne Zeuthe^i og Mittag-Leffler\ de to var blandt 
de f0rste skandinaviske matematikere, efter Abel^ der allerede i en 
ung alder fandt plads mellem de betydelige forskere, og de bar stedsc 
siden .beboldt denne forerstilling hver paa sit omraade. 

Et andet vidnesbyrd om, at der ved slutningen af det iQde aar- 
bundrede var foregaaet en betydelig forandring til det bedre med 
matematikens stilling i Skandinavien, baves gennem det i 1882 af 
skandinaviske matematikere med Mittag-Lejfler i spidsen grundlagte 
Acta matkematica. Vel kan dette tidsskrift kun i en vis forstand siges 
at vaere skandinavisk, idet den storste' del af dets forfattere vistnok 
er fremmede, og det kun bar publiceret et mindretal af de arbejder, 
der i dets levetid er forfattede af skandinaviske matematikere. Men 
den b0je anseelse, Acta matkematica nyder, vidner om den betydning, 
man i udlandet tillaegger dets skandinaviske redaktorer med Mittag- 
Leffler i spidsen. 

Med alt dette for 0je maatte forsoget paa en skandinavisk mate- 
matikerkongres paa forhaand betegnes som dumdristigt, selv om det 
udgik fra en Mittag-Leffler og stottedes af alle bans kolleger ved 
Sveriges universiteter og bojskoler. 
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ikke destomindre blev kongressen til virkelighed, og jeg tror, at 
enhver af deltagerne vil give mig ret, naar jeg siger, at denne kongres 
i enhver henseende blev en fuldstaendig sejr. Derigennem leveredes 
'der et haandgribeligt bevis for den maegtige matematiske udvikling, 
der i den allernyeste tid har fundet sted i Skandinavien. 

Det var ikke desto mindre med nogen aengstelse, vi danske tnate- 
niatikere taenkte paa den naeste kongres af denne art. I de forlobne 
to aar skete der store forandringer hos os. Vor provede forer, pro¬ 
fessor Zeuthen, trak sig tilbage; vi tre universitetslaerere i matematik 
er ny i vore embeder; vi kunde have onsket at se tiden lidt an endnu. 

Hertil kommer endvidere et moment af ikke ringe betydning: 
medens kongressen i Stockholm ivrig stottedes af laererne. i matematik 
ved Sveriges hojere skoler, kunde vi her naeppe gore regning paa 
noget lignende. Tiden for denne kongres, umiddelbart efter det ny 
skoleaars begyndelse, maatte vaere en vaesentlig hindring for laerernes 
almindeligere deltagelse. Dertil kommer endelig, at vi danske uni¬ 
versitetslaerere i matematik ikke i ojeblikket tor gore regning paa syn- 
derlig popularitet blandt en del af den hojerc skoles laerere, nemlig 
blandt dem, der efter den ny skoleordnings ikrafttraeden kaemper for 
et andet matematisk ideal end vort. 

Naar vi ikke destomindre besluttede os til at vove forsoget, skyldes 
dette i forste raekke professor Heegaard. Vaesentlig gennem den 
stotte, han forstod at vinde fra forskellige sider, lykkedes det at reali- 
sere planen, at fore den anden skandinaviske matematikerkongres ud 
i livet. 

Det er mig en kcer pligt paa kongressens vegne at takke hver 
enkelt af dem, der har bidraget til kongressens virkeliggorelse: 

Regeringen, repraesenteret af den fungerende kultusminister, Hs. 
Eksc. indenrigsminister Jensen-Senderup. 

Kultusministeriet, repraesenteret ved kontorchef Dahl, der fra forste 
faerd har omfattet vor kongres med den varmeste interesse. 

Vort gamle, haedervaerdige Universitet, der er repraesenteret ved 
sin rektor, professor Enlev, og som har stillet lokaler til vor raadighed. 

Carlsbergfondets direktion, der er repraesenteret ved sin formand, 
professor S. M. Jergcnsen, og som har sat os istand til at trykke de 
holdte foredrag i hvert fald^i ret udforlige udtog. 

De mange andre, som udenfor de egentlige kongresdeltagere er 
komne tilstede her idag for at give vort forste mode et festligt praeg. 

Og endelig selve kongresdeltagerne, blandt hvilke vi jo finder de 
allerfleste af de betydeligere skandinaviske matematikere. 
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Jeg maa beklage, at vi savner professor L. ^low, hvis hoje alder 
ikke tilled ham den lange rejse, og professor /. Bendixso?i^ der i 
sidste ojeblik, efter at kongressens program alt var trykt og omsendt, 
har maattet melde afbud, fordi bans embede som rektor ved Stock- 
holms hogskola for ojeblikket laegger saa staerkt beslag paa hans tid. 

Paa grund af dette afbud er det f0rste tirsdagsmode bleven saa 
dansk. 

Idet jeg paa indbydernes vegne erklserer den anden skandinaviskc 
matematikerkongres for aabnet og byder Dem alle velkommen, skal 
jeg hertil knytte haabet om, at denne kongres maa bidrage sit til at 
hojne matematiken i Skandinavien og kn3^te dens dyrkere naermere 
sammen, saa at denne kongres maa efterf0lges af mange andre. 

Jeg tillader mig at foreslaa, at kongressen sender et saalydende 
telegram til professorerne Sylow og Bendixson: 

Den anden skandinaviske Matematikerkongres fremsender sin hjserte- 
ligste Hilsen, dybt beklagende, at De ikke kan vaere naervaerende. 

Paa Kongressens Vegne 

Niels Nielsen, 

Prresiclent. 



V ED Modtagelsessouperen i Langelinies Pavilion afsendtes feilgende 
Telegrammer: 


Til 

Kong€ 7 i 


Charlottenlund Slot. 


Den anden skandinaviske Mateniatikerkongres, der i disse Dage 
afholdes i Kjobenhavn, beder Deres Majestaet modtage den hjaertelipte 
Tak for den gennem Professor Mittag-LefBer tilsendte Hilsen, idet 
Kongressen samtidig frembaerer sin allerunderdanigste Hyldest. 

Paa Kongressens Vegne 

allerunderdanigst 

Niels Nielsen, 

. Prsesklent. 


Til 


Hans Kongelige Hejhed KronpHnsen 

Stockholm. 


Den anden skandinaviske Matematikerkongres, der i disse Dage 
afholdes i Kjobenhavn, tillader. sig at bringe Deres Kongelige Hojhed 

sin allerunderdanigste Hyldest. 

Paa Kongressens Vegne 

allerunderdanigst 

Niels Nielsen, 

Prsesident. 


Herpaa indl0b falgende Svar: 


Professor Niels Nielsen 

Universitetet, Kjobenhavn. 

Hans Majestaet Kongen beder Hr. Professoren bringe Deltagerne i 
den anden skandinaviske Matematikerkongres en hjaertelig Tak for den 
tilsendte Hilsen, som det glaedede Hans Majestaet meget at modtage. 

Efter allerh0jeste Befaling 

Hakon Castonier, 
adjutant du jour. 
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Nielsen, skandinaviske matematikerkongress 

Kopenhamn. 

Sander matematikerkongressen mitt varma tack och hjartliga hals- 
ning. 


Gustaf Adolf. 


Fra Professorerne Bendixson i Stockholm og Sylozu i Kristiania 
indlob f0lgende Svar paa de ved Aabningsmodet afsendte Telegrammer: 

Professor Mels Nielsen 

President for den andra skandinaviska matematikerkongressen 

Kopenhamn. 

Med storsta tacksamhet har jag mottagit Edert telegram. Djupt 
beklagande att ej fS. narvara vid Edra interessanta forhandlingar, ber 
jag Eder till kongressen uttrycka mina varmaste vadnskningar for 
dess arbete, och min forhoppning om rikt vetenskapligt utbyte for 
densamma. 

Ivar Bendixso 7 t. 


Skandinavisk matemaiikerkongres 

Kjobenhavn. 

Med dybtfolt tak for telegrammet udtaler jeg mine varmeste onsker 
for kongressen og for dens udb3^te og sender en hjertelig hilsen til 
hvert enkelt medlem. 

L. Sylotv. 


Fra Hans Ekscellence Kultusministeren, der var paa Hjemrejse fra 
Faeroeme, indlob endvidere folgende Telegram: 

Matematikerkongressen 
Hilsen og 0 nske om frugtbart Mode. 


Kjobenhavn. 

Appel. 



KONGRESSENS VIDENSKABELIGE 
FORHANDLINGER 




PRiECISIONSMATHEMATIKENS TILBLIVEN 
FRA PYTHAGORAS TIL EUKLID'). 

AF 

H. G. ZEUTHEN. 


D en forrige skandinaviske Mathematikerkongres blev indledet med 
et Foredrag af den fremragende Ophavsmand til disse Mader, 
Prof. Mittag-Leffler, om den nuvaerende Praecisionsmathematik, bygget 
paa Dannelsen af de hele Tal, saaledes som den er sat fuldkommen 
i System ved Weierstrass. Denne aflaser en anden Praecisionsmathe¬ 
matik, hvis Nojagtighed man nu let undervurderer, fordi den i den 
elementaere og hojere Undervisning jaevnlig fremtraeder i mere eller 
mindre tilfaeldige Brudstykker, men som af sine Bygmestere fra Pytha- 
goTcts gjennem Platon og Eudoxos til Eukltd var anlagt til at vaere 
fuldtud exakt. Den tager i Modsaetning til det nysnaevnte modeme 
System den kontinuert varierende Starrelse, fremstillet ved Laengden 
af en ret Linie, til sit Udgangspunkt, gaar altsaa ud fra at betragte en 
saadan Storrelse som existerende. Paa Grund af denne Fremstillings- 
maade er den geometrisk; men dens Figurer ere tillige bestemte til, 
som vore Formler, at give en vel dcfineret P'remstilling af Relationer 
mellem almindelige Storrelser. Vi kjende den bedst fra Euklids 
Elementer, der rigtignok saa maa laeses i den Aand, hvori de ere 
skrevne, og hvorom de 0vrige fra Oldtiden opbevarede Dokumenter 
give Vidnesbyrd. Omvendt er det kun ved grundig Indtrjengen i 
Euklids Elementer, at man ret forstaar disse Dokumenter; men saa 

*) Det saminc Emne bliver beliandlet i storre Euldstendighed og i Sammonhtcng med 
Mathematikens hele Udviklingshistorie i den Fremstilling, som jeg giver af Mathe- 
inatiken i Oldtid og Middelalder i det snart udkommende Bind om iMatbcmatikc 
af "Die Kultur der Gegenwarte (Teulraer). 
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give de ogsaa et ret klart Indblik i, hvorledes det exakte matlie- 
matiske System, som foreligger i faerdig Skikkelse hos Euklid^ er 
blevet tiL 

Dannelsen af dette System begynder med PythagoraSy hvad der 
ingenlunde vil sige det samme, som at den mathematiske Viden be- 
gyndte med ham. Selve den p37thagoraeiske Laeressetning var laenge 
f0r bans Tid kjendt af Inderne. ■ Om det saerlig var noget af deres 
Viden, der var traengt frem til Graekerne, vide vi ikke; men i hvert 
Fald besad Graekerne ogsaa for Pythagoras adskillig praktisk mathe- 
matisk Viden. Et mathematisk System bliver forst til, naar der fore¬ 
ligger et Materiale, hvoraf det kan dannes, og mere eller mindre vel 
begrundede Kundskaber, hvori det kan bringe Orden og Klarhed. 

Udgangspunktet for Dannelsen af et saadant System var Opdagel- 
sen af de irrationale Storrelser. Om denne skyldes Pythagoras selv eller 
en af bans Disciple, lader sig naeppe afgjore; thi allerede paa Aristo- 
teles' Tid kunde man ikke saette Skjel imellem, hvad der er fundet af 
de enkelte Pythagoraeere. Denne Skole naaede imidlertid saa langt 
frem i en Udvikling, der tydelig peger tilbage paa det naevnte Ud- 
gangspunkt, og som selv maa have kraevet nogen Tid, at den omtalte 
store Opdagelse i hvert Tilfaelde maa skyldes de allerforste Pytha¬ 
goraeere, og da vel snarest selve den Mester, som disse satte saa hojt. 
Studiet af de irrationale Storrelser er ogsaa strax sat i Forbindelse 
med den pythagoraeiske Laeressetning. 

Pythagoraeerne havde fra forst af haabet at kunne laegge de hele 
Tal til Grund for Mathematiken, »Tingene ere Tal«, sagde de, og 
tillagde forskellige Taldannelser en mystisk Betydning. Deres Interesse 
for hele Tal maatte saerlig styrkes ved den store fysiske Opdagelse, 
at Laengderne af iovrigt ens Strenge, som frembringe harmoniske 
Toner, forholde sig som simple hele Tal, og mere bestemt, at 
samme Talforhold mellem Strengenes Laengder giver samme Tone- 
interval, saaledes Forholdet 2: i et Interval paa en Oktav. Hypo- 
thetisk antog de da ogsaa ved andre Naturforklaringer simple Talfor¬ 
hold, og ved Udregninger af Kvadratrodder kunde det ikke tilfredsstille 
dem i Stedet for Broker dannede af bestemte Tal loin at finde de for 
de foreliggende Anvendelser tilstraekkelige Tilnsermelser. 

Til Brug af Kvadratrodder maatte allerede Musiken give Anled- 
ning. For at dele en Oktav, frembragt ved Straenge af Laengderne 
2 og I, i to ligestore Dele, hvad det laa naer at forsoge, fik man 
Brug for en Streng med Lsengden 1/2. Denne Laengde kunde tilveje- 
bringes som Diagonal i et Kvadrat med Siden i; men det maatte 
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strax vise sig, at den ved Siden af Strengene 2 og i gav Mislyd, et 
Forvarsel om Irrationaliteten. af '^ 2 . Musikalsk 1 ilfredsstillelse fik man 
derimod af de Tilnaermelser til denne Mellemproportional mellem i 
og 2, som f0rst tilb0d sig. Middeltallet mellem i og 2 gav en Tone, 
hvis Intervaller fra dem, Strengene i og 2 giver, ere en Kvint og en 
Kvart. For at faa de samme Intervaller i omvendt Orden brugte 
man den harmoniske Mellemproportional Proportionen mellem disse 
eller de tilsvarende hele Tal 6: 8 =- 9: I2 kaldtes den musikalske, og 
Pythagoraeerne tillagde den ogsaa i andre Henseender stor Betydning. 

Den her paabegyndte Dannelse af Tilnaermelsesvmrdier til en Kva- 
dratrod, der jo altid kan opfattes som en Mellemproportional, fik ogsaa 
Anvendelse i andre Tilfelde, og ved Gjentagelse af den samme Ind- 
skyden af Middeltal og harmonisk Mellemproportional mellem de ad 
denne Vej alt fundne Vasrdier kunde man naa en saa stor Tilnsermelse, 
som man vilde. For y2’s Vedkommende fik man en hurtigere Til- 
nmrmelse i Vaerdierne I, Taeller og Naevner jv og .1 

tilfredsstille Ligningen j)/2-2A'2=:: + i, og stedse udledes af den forc- 
gaaende Broks, og -ri, ved y = 2:Vi -l-jVn = + .ri- Herfor f0rer 

Etiklid i II 9 og 10 geometriske Beviser, hvad der vidner om den 
Interesse, man endnu paa bans Tid bevarede for disse gamle Til¬ 
naermelser. 

Ad ingen af disse Veje kommer man til Fmde og finder et noj- 
agtigt Udtryk for 'f 2 som Forhold mellem hele Tal. Netop Pytha- 
goraeemes store Interesse for disse bragte dem da til at sporge, om 
et saadant Udtryk overhovedet er muligt. De fandt Svaret Nej, og 
begrundede det ved folgende Betragtning, som Arisioteles ofte omtaler, 

og som jeg her gjengiver med moderne Tegn. Var i 2 --- > hvorw 

og n ere indbyrdes primiske hele Tal, maatte man have = 2«‘*, alt- 
saa m vmre et lige og derfor n et ulige Tal. Saettes nu m - 2 r, blev 
2F'* = n\ altsaa n lige. Det kan ikke paa en Gang vaere lige og ulige. 
Forudsaetningen er altsaa umulig. Ganske sikkert har man i fuld 
Overcnsstemmelse hermed sluttet, at /s er irrational, da ellers et Tal 
paa en Gang maatte vaere deleligt og ikke deleligt med 3, og paa lig- 
nende Maade behandlet Sp0rgsmaalet om andre Kvadratrodders Irra- 
tionalitet. At denne Begrungelse dog traenger til et Supplement, har 
man, som vi skulle se, senere bemaerket. 

Da nu ikke alle Storrelsesforhold kunde udtrykkes som Forhold 
mellem hele Tal, indsaa man dels, at der behovedes andre Midler end 
Tal til Fremstilling af Storrelser, dels at saadan Begrundelse, som i 
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nogen Maade er bygget paa Regning, der jo netop forudssetter Frem- 
stilling ved Tal, ikke er anvendelig paa alle Storrelser. Det nye paa 
alle St0rrelser anvendelige Fremstillingsmiddel fandtes i Geometrien. 
I Stedet for at operere med '^2 opererede man med Diagonalen i et 
Kvadrat, hvis Side er given, og den pj^hagorseiske Laeressetning til- 
lader en lignende Frenistilling af andre Kvadratrodder, De kontinuert 
varierende Storrelser fremstilledes i det hele ved Laengder af rette 
Linier. Eaadanne kunne adderes og subtraheres. I Stedet for deres 
Produkt betragtede man St0rrelsen af det deraf dannede Rektangel. 
En som Rektangel fremstillet Storrelse divideredes med en given, ved 
at Rektanglet omdannedes til et nyt med denne til Side eller, som 
man sagde, lagdes langs den, Kvadratroden af en som Rektangel 
fremstillet Storrelse ab fremstilledes som Side i et Kvadrat af samme 
Storrelse og blev konstrueret ved den pj^hagoraeiske Saetning, idet 

ab = ' Overgangen mellem Fremstilling ved Laeng- 


der og Arealer kunde ske gjennem Rektangler med Siden i. 

Med disse formelle Begrebsudvidelser forbandt man reelle Frem- 
skridt, navnlig Losningen af Ligninger af anden Grad, der ved Be- 
grebsudvidelserne blev lige anvendelig paa irrationale og paa rationale 
Storrelser. Den nuvaerende algebraiske L0sning beror paa, at (^±^)- 
= + 2 ab + b^^ og opnaas ved en saadan Omflytning af Leddene i 

Ligningen, at den ene Side, som indeholder den ubekjendte, antager 
denne Form, medens den anden er bekjendt. De anforte Formler 
fremtraede umiddelbart ved Deling af et Kvadrat med Siden a b 
eller a. En Ligning af 2. Grad fremtraeder som den Opgave langs 
en given ret Linie at laegge et Rektangel med givet Areal saaledes, 
at der enten mangier et Kvadrat, eller et Kvadrat bliver tilovers, med 
andre Ord saaledes, at det overskydende eller manglende Stykke af 
Linien bliver ligestort med Rektanglets Hojde (det saakaldte elliptiske 
eller hyperbolske Fladeanlaeg). De Figurer, hvorved disse Opgaver 
taenkes loste, omdannes ved saadanne Omlsegninger af deres Dele, som 
ganske svare til de nys omtalte Omfiytninger af en algebraisk Lig- 
nings Led. Dertil knyttes, som vi nu gj0r, Mulighedsbetingelser og 
Bestemmelsen af Storrelser, hvis Produkt (Rektangel) og Sum eller 
Differens have givne Storrelser, Figurerne spille her samme Rolle 
som det nuvaerende algebraiske Sprogs Formler. Ere Figurerne noj- 
agtig definerede, danne de et ligesaa exakt Organ for Algebraen som 
nu Tegnsproget, der forst kommer op paa Hojde med den antike 
Fremstilling,. naar man udtrykkelig har forklaret, hvad der skal for- 
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staas ved Regning med irrationale Tal, en Operation, som Grskerne 
undgaa ved deres geometriske Omskrivning. 

Den her beskrevne geometriske Algebra er fremsat i hukhds 
2. Bog paa Grundlag af Saitningerne i i. Bog. At Pythagoraeerne 
vare komne saa vidt. fremgaar af, hvad der kom frem umiddelbart 
efter dem eller hos de sidste af dem. Det praegtige Stykke Geometn, 
som er opbevaret os i Hippokrates' Kvadratur af visse Halvmaaner, 
viser, at man var naaet til i Realiteten at beherske det meste af den 
elementere Geometri, og det Standpunkt, hvortil den formelle Re¬ 
handling, som her saerlig interesserer os, var naaet, trader frem i 
Bestrabelser, som da sarlig optog Mathematikerne. Man maatte have 
en bestemt og klar Angivelse af. hvorledes de Stcrrelser, som man, 
vilde undersoge ved de geometriske Hjalpemidler, kunne fremsblles 
<.eometrisk. En saadan havde man allerede for Kvadratr0dders Ved- 
kommende. Opgaven om Temingens Fordobling eller Multiphkation, 

eller om, naar Kanten « i en Terning er given, at finde Kanten a)/m 
i en 7« Gange saa stor Terning, gik ud paa at finde en tilsvarende 
Fremstilling af Kubikrodder. Den samme Opgave fik ogsaa en anden 
Skikkelse, som sluttede sig til den antike Fremsbllmg af lotenser 
ved Leddene i en sammenhaengende Rsekke Proportioner: a. ? 

_, eller, som vi nu saedvanlig sige’, i en Kvotientmekke: 

(n + 0 “ Le’ds Forhold til Led er det samme som 
andet Leds Forhold til i“*“, detfe sidste Forhold altsaa som n ^ Rod 
af det forste. Uddragning af «“ Rod bliver altsaa det samme som 
Indskydning af w — i Mellemproportionaler, Kvadratrodsuddragmng 
som Indskydning af i, Kubikrodsuddragning af 2 Mellemproportionaler. 
Den sidste fremragende Pythagorser, Arc/iytas, sager at indskyde 2 
Mellemproportionaler ved at benytte Kuglen paa en Maade, der svarer 
til Anvendelsen af Cirklen ved Bestemmelsen af i Mellemproportional. 
Det lykkedes ham at lose Opgaven ved Skjsering af Kuglen med en 
Kurve der bestemmes som SkjEeringslinie mellem en Omdrejmngskegle 
og en Tore. Det siger sig selv, at man ikke derved bekvemt kunde 
faa en taalelig Tiln^rmelse til den sogte Kubikrod. Saa godt regnede 
Grskerne sikkert, at de vare i Stand til ved numeriske Forsog lettere 
,nt finde en bedre Tilnmrmelse. Men det var noget andet, der tilsig- 
tedes. nemlig at faa en geometrisk vel defineret Fremstilling af disse 
Storrelser og derved at sikre den geometriske Existens, som Anven¬ 
delsen af den geometriske Algebra kraevede. Det var det samme og 
kun det, som snart efter opnaaedes ved den samme Opgaves Losning 
ved Keglesnit. 
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Lignende Formaal havde Cirklens Kvadratur. Tilnaermede Bestem- 
melser havde man allerede fra iEgypterne, og sogte man ikke andet, 
havde der intet* vaeret at indvende mod Antiphon^ der benyttede ind- 
skrevne Polygoner med voxende Sidetal. Hvad der derimod ikke 
var tilladt, var at betragte Existensen af Cirklens Areal som sikret 
ved den blotte Angivelse af, at den skulde vaere Graensen for saa- 
danne Polygoner. Da nu Forsogene, saaledes Hippokrates\ paa at 
l0se Opgaven ved ret Linie og Cirkel mislykkedes, tyede man til 
andre Kurver, som man naeppe har lagt an paa at konstruere med 
saerlig stor Nojagtighed, men som vare vel definerede, nemlig Kvadra- 
trix og Archimedes^ Spiraler. Derved blev Cirklens Areal og Periferi 
ogsaa til vel definerede geometriske Storrelser. De samme Kurver 
kunde benyttes til Deling af en Vinkel i et hvilket som heist Antal 
ligestore Dele. 

Pythagoraeeme naaede dog ikke at tage alle Konsekvenser af deres 
Opdagelse af de irrationale St0rrelser og paa alle Punkter at give 
ogsaa Behandlingen af disse Storrelser et fuldt exakt Grundlag. 
Deres geometriske Fremstilling omfattede vel disse, men de havde 
ikke noget exakt Udtryk for deres Forbindelse med de ved hele Tal 
og Broker givne diskrete Storrelser. Dog vedblev man endnu at 
overfore Resultater vundne ved Behandling af diskrete Storrelser paa 
kontinuert varierende. Som nys berort anvendte man saaledes Pro- 
portioner, hvis Theori forelobig kun var bygget paa Fbrhold mellem* 
hele Tal og altsaa ikke paa exakt Maade omfattede Forhold mellem 
inkommensurable Storrelser. Overgangen til saadanne synes Pytha- 
goraeerne at have villet stotte paa en Deling i uendelig mange uende- 
lig smaa Dele. Denne traeder frem deri, at de kaldte Punkter »En- 
heder med Beliggenhed« og altsaa deraf sammensatte Linier, Flader 
og Legemer som Flerheder. Forholdet mellem to Storrelser blev da 
Forholdet mellem de uendelige Antal af Punkter, de indeholdt. 

Vi kjende naermest denne Opfattelse gjennem den eleatiske Filosof 
Zenon, der i sin mod Pythagoraeeme rettede Polemik viser, at »Tingene 
ikke ere Flerhederc, altsaa at man ikke kan naa fra Betragtning af det 
diskrete til det kontinuerte, altsaa heller ikke til den kontinuerte Be- 
vaegelse. Paul Tannery har i sin Bog »Pour la science helia;ne«, hvor 
han saa klart fremdrager de gamle, saakaldte Naturfilosoffers Tanke- 
gang, paa en slaaende Maade vist, hvorledes saerlig de af Zenons 
Paralogismer, der vedrore Bevaegelse, gribe ind i hinanden og efter- 
haanden imodegaa de Indvendinger, som man fra modsat Side kunde 
forsoge at opstille mod de foregaaende. Vi skal her holde os tik 
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Tannerys Forklaring af den sidste af disse Paralogismer. Den be- 
svarer et Forsog paa at im0degaa de foregaaende, hvori Bevaegelsens 
Umulighed navnlig grundes paa, at Rummet kan deles i det uendelige, 
ved at henvise til, at det samme er Tilfceldet med Tiden. For at 
vise Utilstraikkeligheden af denne Henvisning bemaerker Zenon, at 
hvis Bevaegelse overhovedet er mulig, maa der ogsaa existere Be- 
vaegelse med forskellig Hastighed. Dette bevises ved Henvisning til 
den relative Hastighed af Punkter, der bevaege sig med samme 
Hastighed i modsat Retning. Naar imidlertid Bevaegelse af et Punkt 
skal bestaa i, at det passerer den uendelig lille Rumenhed i den 
uendelig lille Tidsenhed, Momentet, faar man kun en bestemt 
Hastighed. 

Zenon liar fuldkommen Ret i, at man ikke kan naa over til Saet- 
ninger om det kontinuerte fra Saetninger om det diskrete blot ved 
Brug af saadanne Ord som uendelig. En ny Forudsaetning er nod- 
vendig enten for, som vi nu gjore, at definere det ved dette Ord be- 
tegnede Begreb, eller for, saaledes som de senere graeske Mathematikere 
gjorde, at omgaia det. Zenon kjendte ingen saadan Forudsaetning, og 
idet han ikke vilde anerkjende Existensen af andet, end hvad der 
var til for hans Tanke, naegtede han Kontinuitet og Bevaegelse. Dette 
kunde de arbejdende Mathematikere ikke. De vedblev forelobig at 
benytte de ufuldstaendig begrundede Saetninger om Proportioner, og 
som senere Renaessancens Mathematikere, Kepler og Cavalten, ja de 
fleste af Mathematikerne i det i8'>® Aarhundrede, arbejdede man indtil 
videre med et Uendelighedsbegreb, af hvilket man ikke gav nogen 
klar Bestemmelse. Det var saaledes, saa vidt man kan se, ved at 
dele en Pyramide eller en Kegle i uendelig mange, uendelig tynde 
Skiver, at Demokrit fandt, at den er Trediedelen af et Prisme eller 
en Cylinder med samme Hojde og Grundflade. Denne Bevisfarelse 
blev ikke godkjendt senere, men dog, som vi se hos Arc/itmedes, 
brugt til at finde de Resultater, som man bag efter sikrede ved 
et Exhaustionsbevis, der netop benytter’den samme Dekomposition, 
men tillige giver den Beviskraft. Saavel dette Bevis som en ny og 
exakt Proportionslaire blev stottet paa en af Eudoxos opstillet Forud¬ 
saetning, der afhjaelper den af Zenon paaviste Mangel. 

Eudoxos, Platons Samtidige og Medarbejder paa forskellige Om- 
raader, har ikke altid vseret sat paa den hoje Plads, som han fortjener 
i Videnskabens Historie. I Tillid til Hippareh, som paa hans Bekost- 
ning fremhaever de senere store Fremskridt i astronomisk lagttagelse, 
have Astronomerne sat ham for lavt, indtil Schiaparelli af Beret- 
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ningerne om bans Laere otn Planetbevsegelseme bar faaet den fine 
kinematiske Sammenssetning af Rotationer freoi, bvorigjennem ban 
beskriver disse Bevaegelser. Og Matbematikeme tillaegge baardnakket 
Archimedes Opstillingen af den Forudsaetning, som danner Grundlaget 
for bans Infinitesimalundersagelse, skjont netop Archimedes baade i 
Fortalen til Skriftet om Parablens Kvadratur omtaler den som forud 
kjendt og anvendt af Euklid, og i den for nylig fundne Metbodelaere 
tydelig peger ben paa Eudoxos som Opbavsmand. Denne Forudsaet¬ 
ning gaar ud paa, at af to Starrelser, som overbovedet kunne sammen- 
lignes, den ene kan gjentages saa tidt, multipliceres med et saa stort 
belt Tal, at Produktet bliver st0rre end den anden. Den tillader, som 
det er gjort i Euklid V—VI, at bygge en exakt Proportionslaere paa 
folgende Bestemmelse af to Forholds Ligestorbed eller Uligestorbed: 
a'.b=:c:d, naar m og n betegne vilkaarlige hele Tal, og ma ^ nb 

medf0rer mc^nd, og a\b^c\ d, naar der existerer Vaerdier af 7n og n, 

for hvilke ma ]> nb^ men me < nd, Som det ses, falder denne Be¬ 
stemmelse ganske sammen mt&Dedekinds Snitmethode. Paa den nsevnte 
Forudsaetning ere ligeledes Euklids og Avchtmedes^ Exhaustionsbeviser 
byggede. 

Af de senere Forbedringer se vi, at ogsaa Pythagoraeernes Opstil¬ 
ling af Irrationalitetsbegrebet og af Kjendetegn paa, om Storrelser ere 
irrationale, endnu vare noget usikre. Theodor fra Kyrene, der bar 
Fortjenester af Overforelsen af den pythagorsiske Mathematik til 
Athen, opstillede derfor Begrebet Inkommensurabilitet. Som det, sikkert 
i Tilslutning til ham, laeres i Begyndelsen af Euklids lo. Bog, lader 
det sig prove, om to Storrelser ere kommensurable eller inkommen- 
surable, ved paa dem at anvende den Operation, hvorved man soger 
storste faelles Maal. Kommer man til Ende dermed, ere de kommen¬ 
surable, men fortsaettes den i det uendelige, ere de inkpmmensurable. 
Ad denne Vej lader det sig paavise, at Kvadratroden af et forelagt 
Ikke-Kvadrattal er inkommensurabel med Enheden; thi det vil som 
bekjendt vise sig, at den naevnte Operation, der er den samme som 
den, hvorved man vilde udvikle Roden i Kjaedebrok, bliver periodisk 
og altsaa aldrig kommer til Ende. Paa denne Maade — og vistnok 
kun paa den — forstaar man, at Theodor har fort saerskilte Beviser 
for, at 1/3, 1/5, .. ere irrationale. 

Dette sidste meddeles af Platon i hans Dialog: Theaitet, hvor vi 
tillige erfare, at Theaitet har fort almindelige Beviser for Rodstorrelsers 
Irrationalitet. De Mangier, man har fundet i den aeldre pythagoraeiske 
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Begrundelse, fremgaa tydelig af den Maade, hvorpaa de ere afhjulpne 
i Lklids 7 . Bog, og som i sine Grundtra^k tor antages at skyWes 
Thcaitet. De Beviser, som folge i 8. Bog, for Irrationaliteten a 
Rod af en uforkortelig Brok, hvis Taeller og Nsevner ikke beggc ere 
Potenstal med samme Exponent som Roden, forberedes her ved en 
nojagtig Undersogelse af Tals Sammenssetning af haktorer. Her fore- 
komme^r f. Ex. den Ssetning, at, naar to uforkortehge Broker ere lige- 
store, bliver Teller lig Taeller, Naevner lig Navner. 

Den Interesse for mathematiske Undersogelser af cn yderst abstmkt 
Karakter, som traeder os imode i Platom Meddelelse om Iheattet, 
laegaer han ogsaa for Dagen paa andre Steder. Det er da ogsaa i 
Sdsen af hL og Eudoxo/ Disciple, at Prtecisionsmathematiken 
frbejder sig frem mod den Skikkelse, som for den elementere Mathe^ 
matiks Vedkommende foreligger fuldt faerdig hos ® 

Hovedvanskeligheder vare overvundne af Eudoxos og Iheattet, me 
en Pr^cisionsmathematik er overhovedet kun mulig i et System, hvor 
hver Saetning er bygget paa en foregaaende eller i sidstc Instsms paa 
Forudsatninger, som man udtrykkelig fastslaar. Paa Grund af den 
geometriske Form, som ogsaa den almindelige Storrelsesltere havdc 
mttaget, maatte S^etningerne ikke blot v.'ere Lmresmtnmger om de alt 
indforte Begreber; men disse Begrebers geometriske Exustems maatte 
sikres ved nojagtig angivne Konstruktioner. Disse fores hos Eukltd x 
sidste Instans tilbage til saadanne, som praktisk udfores ved Line, 
og Passer; men det er urigtigt at betragte Brugen af disse Instru- 
menter som Grundlag for den antikc Geometri. Denne Bmg vil jo 
ligesaa vel som numerisk Udregning af Rodder kun give tilnairmede 
B^emmelser. Derfor n^vner Euklid slet ikke disse Redsl^ber; men 
han giver i de opstillede Forudsmtninger Oplysning om de Egenskaber 
ved ret Linie og Cirkel, som han maa forudsmtte. 

Disse Forudsmtninger maa man nu ikke soge i de saakaldte Defini- 
tioner, som i Reglen blot indfore de Bensevnelser. han vil gjore Brug 
af De Egenskaber. som n^rmere skulle karakterisere de indforte 
Be<^reber og som der bliver Brug for i de paafolgende Undersogelser, 
opiilles derimod i de saakaldte Postulatcr. Her karakteriseres f. Ex-, 
en ret Linies Beliggenhed ved den Egenskab, at den er bestemt ved 
to af dens Punkter, dens ubegraensede Forlaengelse postuleres, og der 
opstilles den tilstrakkelige Betingelse for, at to rette Linier i samme 
Plan skulle skjaere hinanden til en bestemt Side o, s. v. Jeg vil ikke 
gaa i det enkelte, men skal kun bemaerke, at man ved noje at 
studere de af Euklid opstillede Forudsaetninger og laegge Maerke til, 
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hvorledes han bruger dem, vil se, at ban derved tilstraeber det samme 
Formaal som de, der i vore Dage opstille det logiske Grundlag for 
Geotneteien. De ere blot naaet videre paa den allerede af ham an- 
viste Bine, nemlig ved ogsaa udtrykkelig at navne Forudsmtninger, 
som han har betragtet som saa selvfolgelige, at han har brugt dem 
uden at nsevne dem. Dette gjaelder saaledes Forudsaetningerne oni 
Ordningen af Punkter paa en ret Linie, og om lukkede Konturer i en 
Plan, som en Linie, der forbinder et indre med et ydre Punkt, altid 
maa skjsre. Endelig Andes det saakaldte Bevaegelsespostulat eller 
Postulatet om, at der overhovedet gives kongruente Figurer, kun in- 
direkte hos Eukhd, idet et Axiom udtaler, at kongruente Figurer ere 
lige store. Endnu mindre bliver der da Tale om at oplose dette ret 
sammensatte Postulat i sine Enkeltheder. 

I Euklids Geometri har den ganale Prsecisionsgeometri naaet sin 
endeUge Skikkelse. Umiddelbart gjaelder dette dog kun for den ele- 
mentaere Geometri, den, der kan najes med Konstruktioner ved ret 
Lime og Cirkel, og som algebraisk talt omfatter Sporgsmaal, der af- 
haenge af Ligninger af anden Grad; men den, der vilde gaa videre, 
saaledes som vi have set, at man var ogsaa far Euklid, maatte folge 
de samme Principer, som ere lagte til Grund for Opfarelsen af Ele- 
menterne. Dette iagttager navnlig Archimedes med Hensyn til de 
nye Sp0rgsmaal, som han underlcaster en streng mathematisk Under- 
sagelse. Han opstiller udtrykkelig Forudsaetningerne for sin Statik 
og hgeledes de Forudsaetninger, som ere nadvendige for at kunne 
tale om en k-rum Linies Laengde; thi Euklids Elementer tilstede kun 
at sammenligne Laengder af rette og brudte Linier eller af Buer af 
samme Cirkel mdbyrdes. For Udmaalingen af krumme Linier eller 
Bestemmelsen af deres Forhold til rette Linier laegger han falgende 
to Forudsaetninger til Grund: Den rette Linie er den korteste Vej 
mellem to Punkter, og: af to (krumme eller brudte, plane) Linier 
mellem 2 Punkter, der vende Konvexiteten til samme Side, er den 
yderste starst. Disse Forudsaetninger definere, som vi nu sige, en 
kmm Limes Laengde, og at betragte den forste som en ny Definition 
af en ret Lime, vilde staa i fuldkommen Strid med Archimedes’ noj- 
a^ge Tilslutning til Euklids Forudsaetninger og med den Brug, han 
gjar af de nye Forudsaetninger. Lignende Forudsaetninger anvender 
han til at indfare Begrebet: en krum Flades Areal. 

Jeg har her vist, hvorledes den antike Pr«cisionsgeometri er bleven 
til, og jeg har samtidig fremdraget flere af dens Hovedpunkter. Dette 
sidste har vaeret nadvendigt, fordi man i de senere Aarhundreder 
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jevnlig har blandet det antike exakt geometriske Udgangspunkt og 
moderne arithmetiske Betragtninger, der forelabig ikke altid kunde 
v^ere exakte, sammen og har brugt Euklids Elementer til at lasre 
Born ikke den gamle strenge Videnskab, men en moderniseret Mathe- 
matik og da jevnlig safen ydre Anskuelighed i Stedet for Euklids 
klart formulerede Begrundelser. Dette maatte give for ringe Tanker 
om det gamle System, som har faaet Skylden for de logiske Svag- 
heder, der opstaa, naar man ikke tager et fast Udgangspunkt, nemlig 
enten det gamle geometriske, eller det moderne arithmetiske. I vor 
Tid, da man besidder on paa Arithmetik grundet Algebra, er man til- 
lige tilbojelig til at overse, at den grseske Geometri er bestemt til 
ogsaa at omfatte algebraiske Undersogelser. 




OM ANALYTISKE FUNKTIONERS UDVIKLING 
I RJEKKE EFTER HYPERGEOMETRISKE 
FUNKTIONER/) 

AF 

NIELS NIELSEN. 


§ 1 . Historiske bemaerkninger. 

C Neumann'^ beviste i 1862, at enhver analytisk funktion /(-r), 
som er regular indenfor en ellipse tned brandpunkterne (+ i, 0) og 
(_ I, o), i dette omraade kan udvikles i rsekke efter kuglefunktioner 

af farste art, nemlig 

(1) /(.V) ^ +. 

medens c»hv=r amlyUsk Smktion F^. som ei reguto ododor oven- 
najvnte ellipse, 1 dette omraade kan udvikles i rmkke efter kuglefun • 
tioner af anden art, nemlig 

(2) F (X) = 0 " (X) + Q '■ (x) + A^Q^{x) + . 

Konvergensomraadet for enhver af r«kkerne (i) og (2) afhsenger 
altsaa alene af den funktion, der skal udvikles. 

Disse SeTitninger af Neumann er af stor interesse. idet de, saavidt 
jeg ved, giver det f0rste eksempel paa rajkker, hvis led er analytiske 
funktioner, og hvis konvergensgranse ikke er en cirkel, '^et ^ 
raekker ikke, som d^FUrmannske, er simple transformationer af potens- 
r.'ekker og tillige skal kunne tjene til at fremstille alle funktioner, der 
er rcgulaere i et bestemt omraade. 

') En udforligwe fremstilling af disse undcrsegelser vil blive publicerel i A«nalts dt 

VEcole Normalt i Paris. i. Kncrplfunk- 

S) Uelier die Enlwicklung einer Funktion mit imagmiirem Argument nach Kugelf 

tionen erster und aweiter Art. Halle a. S. i86s. 
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I den henseende er de ligeledes af C. Neumann^) fundne rajkke- 
udviklinger efter cylinderfunktioner af farste art kun af mere sekundaer 
interesse, idet deres konvergensgrasnse altid er en cirkel. 

I et brev til Neumann bar jeg vist, hvorledes alle de nzevnte 
raekker kan udvikles ud fra et almindeligt princips*), medens jeg i mit 
skrift om de generaliserede kuglefunktionerS) bar almindeliggjort form- 
len (i), idet jeg bar vist, at enbver funktion f[x\ der er regulaer inden- 
for en ellipse med brasndpunkterne (o, o) og (i, o), i dette omraade 
kan udvikles i en raekke af formen 


(3) f[x) — ^ — n, a-\-n, p, x), 

n=n 

bvor a og p er vilkaarlige parametre, idet p dog hverken maa v»re 
o eller negativ bel. Her afbaenger konvergensomraadet altsaa lige- 
Icdes udelukkende af den funktion, der skal udvikles. 

I mit ovennaevnte skrift^) bar jeg ligeledes generaliseret (2), idet 
jeg indfarer funktionen 


(4) (X) = + r (^ + « + . r + «_+ s) 

^ jir(Pi+M4.j)....r(pp._,+„+j)r(pp + 2« + ’ 


bvor er et belt tal, og bvor parametrene a. og p. er vilkaarlige, 
dog saaledes at o og negative bele vaerdier er udelukkede. 

^Enbver analytisk funktion /(a) af den komplekse variable 

^- a + *p, der er regulaer i det indre af den lukkede kurve med 
lignmgen 


(5) (rtg + .p ~ « _^ (2a-j_i)sp2 

+ «(« + !) = «>o. 

kan i dette omraade udvikles i en raekke af formen 

( 6 ) /(x) = A,F, (x) + A,Fi(x) + ^F,(x)-\-....; 
konvergensom raadet for ( 6 ) afbaenger derfor alene af den givne funktion. 

Funktionen: Leipzig 1867. Berichte der kgl. sSchs. Gesell- 

_ St '■ 

•) Berichte der kgl. siichsischen Geseilschaft der Wissenschaften zu Leipzig Bd 61 
P. 33—01; 1909. ^ ^ » 

2 Thdorie des functions mdtasphfiriques, p. 175-177; Paris 1911. 

) Loc. cit. p. 169—172. 
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Her skal vi kort behandle andre rjekkeudviklinger efter hypergeo- 
metriske funktioner. I dette 0jemed indfores de / + ^ parametre 

(7) a^, Oa,.Opj Pi> ••••> 

■der blot skal vaelges saaledes, at o og negative hele vairdier er ude- 
lukkede; saettes for alle hele « ^ o 

(“1 +_”) + ”)•••• , 

(8) A„ — — i' + „) 

skal vi lose folgende opgaver: 

Fersie problem: Saettes for alle hele n o 

«"-00 

(9) 

a-.T-,0 

skal enhver analytisk funktion f{x\ der er regular i omegnen af 
punktet a; = o, udvikles i en raekke af formen 

'(10) W + ^1-^1 W + "s-^2 W +-- 

hvor koefficienterne a» alle er uaihaengige af A'. 

Andet problem: Saettes for alle hele ^ o 

H n 

(..) c,W=^(-■)■(”) A., 

Skal enhver analytisk funktion /{x), der er regulaer i omegnen af 
punktet a: = o, udvikles i en raekke af formen 

•(12) /(x) —■ ^0 ^0 (•'-") "t" W "f" • • • • ’ 

hvor koefhcienterne a, alle er uafhaengige af x. 

I de ovennaevnte problemer spiller tilfaeldene p q eller p--1.^—1 
kun en mere underordnet rolle; ti i dette tilfaelde gmlder raekkeudvik- 
lingeme (10) og (12) i det indre af konvcrgenscirklen for den potens- 
Kekke, der for 1 a;| tilstraekkelig lille fremstiller/( a;)i). 

De ovennaevnte raekker af C. Neumann efter cylinderfunktioner af 
ferste art, falder ind under denne art udviklinger. 

Almindeligt problem: Man kunde S0ge at generalisere rakken (n), 
idet man i definitionerne for Fn {x) erstatter a, + « og Pr + « med 

') Loc. cit. p. 165—168. 
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henholdsvis og Pr + ^n,r, hvor elementerne i de / + ? tal- 

f0lger 

^0,r» ^l,rj ^2,ri •• • - j ^n,rj • • • - , ^ ~ 

A), n ^2, n • ■ • .» ^n, .. ^ ~ ^ ~ ^ 

er hele, aldrig negative tal, saaledes at for alle r 

Jim r = + oo, lim bn,r^ + oo. 

n—co n—oo 

Det er da aabenbart, at den i (6) angivne raekke faas som specielt 
tilfaelde, idet man saetter 

( 13 ) P = ^+i’, an.r = n, i^r=J>; dn.r = n, i^r^q—v, 6n,,, = 2?i, 
medens (lo) specielt erholdes, idet man for alle .r saetter 

{^4) ^n» r 

. I § S skal vi behandle endnu et specielt tilfaelde af denne art; 
derved fremgaar det tydelig, at det saaledes naevnte almindelige pro¬ 
blem rimeligvis er overordentlig vanskeligt. 


S 2. Almindelige metoder. 

I mit ovennaevnte skrift^) bar jeg fremstillet en metode, som satte 
mig istand til fuldstaendig at undersoge de i § i naevnte raekker (3) 
og (6) og i alt vaesentlig tillige (10). Af hensyn til de .0vrige i § i 
stillede opgaver maa denne metode imidlertid genetaliseres lidt. 

I dette 0jemed vil vi ved M betegne et i ;»?-planen bellggende areal 
med folgende egenskaber: 

l». M skal vaere begraenset af en enkelt lukket kurve, der om- 
slutter x = o, og saaledes at nedre graense for de absolute vaerdier af 
radiivektorerne fra x — o til kurvens punkter ikke er 0. 

20. Betegner x en vilkaarlig til M horende vaerdi, skal det vaere 
muligt at laegge en belt i M beliggende kontinuert kurve fra 0 til x. 

Indfores den ny variable t, og gennemlober tx den i 2° naevnte 
kontinuerte kurve fra o til x, vil t gennemlobe en kontinuert kurve, 
der forbinder punkteme o og i. 


Loc. cit. p. 49—54. 
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Indf0res dernaest de 2 p parametre 

Cli, ctj,.Ctpi pi, pj, . . . - , P/), 

der kan vaelges ganske vilkaarlig, idet blot 0 og hele negative vaerdier 
er udelukkede, beviser man uden vanskelighed saetningen: 

I. Forudseettes en af de to potensrakker 


(0 


,,.^.00 «=°° 

xr^rcai + ^r(ap 
/W T§r+ nf -'- • r(p; 


+_^ 

+ n) 


anX" 


overtivuedet at konvergere, har den anden samme egenskab; de to 
rakker har endvidere samme konvergensradius, og de ved rakkesum- 
meme definerede analytiske funktioner f[x) og cp {x) forholder sig 
regulart i samme omraade M. 

For at bevise denne saetning ved induktion, kan vi aabenbart 
antage p=\\ endvidere forudsaetter vi, at potensraekken for f{x) er 
konvergent med konvergensradius r. 

Lad dernast Co,i vare en kontinuert kurve, der forbinder punk- 
terne x = o og at = i, uden at omslutte noget af disse punkter, og 
lad os endvidere antage Co,! uden slpjfer; da haves for 


( 2 ) 9t(a)>o, 3l(p-a)>o 

under anvendelse af det forste Fulerske integral 


t r' r (a) r (8 — a) 

( 3 ) (I — ^)'* = (I — tf-'^~ ' 

Betegner dernast x en fast vardi, saaledes at j-A | <C det 

muligt at valge kurven t'o, 1 saaledes at rakken 

n CO 

f[xt) = ^ {xtY 

n 0 

er ligelig konvergent, naar t gennemlober Co,!; hertil kraves nemlig 
blot, at den kurve, xt samtidig beskriver, aldrig kommer udenfor 

cirklen med centrum i o og radius Ia;]. 

Antages betingelserne (2) opfyldte, faas dernast ved anvendelse 
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( 4 ) T (X) = /M (I + 

^’I’O n=() 

potensraekken for <p {x) konvergerer derfor, og dens konvergensradius' 
kan aldrig vaere mindre end r, 

Antages endvidere /(x) regulaer i omraadet M af ovennaevnte be- 
skaffenhed, og er x en vilkaarlig til M horende vaerdi, kan kurven 
Co,i vaelges saaledes, at integralet i (4) eksisterer; <p(:^;) er derfor og- 
saa regulaer i 

Er betingelseme (2) ikke mere opfyldte, maa der eksistere to saa- 
danne positive hele tal p og q, at 

(s) 3l(a)>—A —ct) > — 

saettes dernaest 

/p (x) = apXO + ap+iXf+^ + apj,iXf+^ +-, ■ 

ses det, at integralet 


(6) q)p., {x) = J ff [tx) (I — dt 

^ Co,i 


frerastiller en i omraadet M regulaer funktion, og at man for \x\<C.r 
altid bar 


( 7 ) 




{X)=^ 


Jl=P 


T (ct —J- 

f (B -fn + f) 


aaX". 


If0]^e (7) haves imidlertid for ^ ^ i 

xDx<fp,q{x) + (P + S’- l) <Pp,9 {x) = tpp.ij —1 {x), 

og altsaa er funktionen (pp. o (x) og som folge deraf tillige cp (x) selv en 
i M regulaer anal}rtisk funktion. 

Den gennem potensraekkeme (i) udtrykte afhaengighed mellem 
funktionerne /‘{x) og <p{x) betegner vi ved symbolet 

(8) V{x) = hp{a,^)f{x) 

og altsaa haves, idet parametrene a og p ombyttes 

(9) /{x) = hp (p, a) (p {x) 
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Tager man i ovenstaaende bevis funktionen (p{x) til udgangspunkt, 
erholdes f{x) ved (9), og vor saetning er derigennem fuldstaendig bevist. 
Ligeledes er det umiddelbart indlysende, hvorledes man ved ^ven- 
delse af det krumlinede integral i (3) kan generalisere de 1 § XV af 
mit skrift om kuglefunktionerne givne saetninger. 

Raekkevidden af den i (8) definerede operation i det tilfaelde hvor 
f(x) er en hypergeometrisk funktion, ligger ogsaa lige for. 

* Da flere simple r^kkeudviklinger efter hypergeometriske funktioner, 
som Vi senere faar anvendelse for, er saakaldte Burmannske raekker, 
skal Vi her kort omtale den af Puiseux^) i alt vaesentlig givne teori 
for disse raekker. Denne teori Andes f. eks. gengivet af Schlomilch ) 
og, aabenbart inspireret af ham, ligeledes af Julius Petersen^). 

Antages potensraekken 

( 10 ) + A^x + +-+ AnX”- + 

at have konvergensradien r> 0 , og er (?(x) en analytisk funktion, 
konvergerer raekken 

(l l) Ao + Ai(p (x) + Ai (cp {X)f +-+ (cp (^))" + 

aabenbart henholdsvis ubetinget og ligelig i enhver del af ,v-planen, 

for hvilken henholdsvis 

( 12 ) 1 <p (;»;) 1 < r, lcp(.v)l ^ 

hvor b er en vilkaarlig lille positiv storrelse. 

Er der flere indbyrdes adskilte dele af A'-planen, for hvilke betm- 
gelserne(i2) er opfyldte, vil raekken(ii) i almindelighed fremstille for- 
skellige funktioner i hver enkelt af disse dele. 

Er a et nulpunkt for cp (;*:), kan man altid om a afgraense et om- 
raade, begraenset af en enkelt kurve uden dobbeltpunkter, og saaledes 
at for alle .v, tilhorende dette omraade, ulighederne 1 (12) er optyldte. 

Ved A vil vi betegne et omraade i A?-planen, begraenset a en 
enkelt kurve AT uden dobbeltpunkter og tllfredsstillende betingelserne: 

lo. <p (x) er regular i A og har i dette omraade kun det ene nul¬ 
punkt x= a, der er af forste orden. • 

20. Er a; et vilkaarligt til A horende tal, har ligmngen cp(j )0 = <p(x) 
ikke andre i A beliggende losninger for j}' end i' = 


‘1 Tournal de Malhdmatiques pares et appli<iu^es, Bd. 15, p. 380 384; 

«) Compendium der hSheren Analysis, Bd. TI, p. loo-ioS; Braunschweig 1879^ 
>) Foreliesninger over Funktionsthcori, p. 173 178; Kbhvn. I 95 - ores 

Funktionstheorie, p. 157—161; Kbhvn. 1898. 
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3^. I A haves stedse cp' {x) 4 = o. 

Enhver anal3^sk funktion f{x\ der er regulaer i A, kan da i dette 
otnraade fremstilles ved en rsekke af formen 


n—co 


(13) 

/{x) = ^ An (cp (X-))". 


n =--0 

hvor man aabenbart finder 

(14) 


almindelig haves 


(15) 

«i A = «:-('(— )>w 


Formlen (15) er det eneste os bekendte bidrag af Burmann til en 
teori for de raekker, der baerer bans navn; denne formel er os endda 
kun overleveret i en rapport af Lagrange og Legendre^), Biirmanns 
afhandling er aabenbart aldrig bleven trykt, skont ovennaevnte rapport 
anbefalede det. 

Schlomilchs udtalelse om beskaffenheden af Biirmanns unders0gelser 
virker derfor noget forblofFende, selv om de maaske nok er rigtige. 
Den Biirmannske formel (15) er i0vrig meget elegant bevist af Petersen. 

Vi maa dog udtrykkelig bemaerke, at raekken (13) meget vel kan 
have et sterre konvergensomraade end det ved de angivne betingelser 
bestemte; ja, at der kan eksistere raekkeudviklinger af denne art, selv 
om disse betingelser overhovedet ikke er opfyldte. 

I de f0lgende unders0gelser benytter vi stedse betegnelserne 

(16) '^{x) = H-h H-, 


(17) /{x) = bp (a, P) \|) {x) = ^a„ xn, 

n= 0 


Og altsaa haves for alle n: 


(18) 


_ rjoi + ») r (da + w)j 
" frfi + «)r(p,'+«r. 


:r.T{^p + n)^‘ 


*) Memoires de Tlnstitut, Bd. 2, p. 15; 1795. 
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I 3. L 0 sning af det forste problem. 

For at l0se den f0rste af de i § i stillede opgaver gaar vi ud fra 
den Burmannske raekke, som dannes af funktionen 


<r) = 

der i hele planen har det eneste simple nulpunkt ^ = o Ssttes 
^ = a + fp, ser man. at de i § 2 n*vnte betmgelser er opfyldte for 

ethvert omraade G(r), for hvilket 

^2) aS + p2<rM(ci-0* + M- 

For r<i bliver Q{r) det indre af en vis cirkel, for r = i sam- 
mensaettes Q{r) af alle endelige for hvilke “^dens 

Z(r) for .> ! bliver den del af planen, der ligger udenfor en vis 
cirkel Det er indlysende, at ethvert omraade Q(r) roaa indeh^de 
punktet a;=o, og at intet saadant omraade kan mdeholde punktet i. 

" Enhv=r a^ayti.!. FW. d=r forholder s,g . e. 

omraada OW, kan altaaa i dette omraada udvikles i «n raskke af 

( 3 ) ' 

n— 0 

hvor ifolge % 2, (1$) A — °S almindelig 

(4) n\A„ = (d -xrF'(.x)):^o = 

Da den i den stillede opgave behandlede raekke ikke indeholder 
noget konstant led, maa vi transformere rskken (3), idet vi saet er 

aF(x)=-(l--'r)Tl)(A-)-. 

i henhold til vore bemaerkninger cm. at Q(.) ikke 
x=^i ses det umiddelbart, er regular i ethvert saadant om¬ 

raade. hvor F{x) har denne egenskab, og altsaa haves s*tnmgen: 

I. Enhver analytisk funktion ^{x), der er reguUzr i et omraade 
Q, (r), hail i Q (r*) fremstiUes ved en rakke af fonnen 


( 5 ) 


il 00 

II ..:.0 


koefficienteme i denne rakke bestemmes ved udtrykket 
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(6) »1A = ZJ# ((I — xY t]) {x))x=a . 

Anvendes potensraekken § 2, (i6) for erholdes ved (6) 


«=n 

(7) 

it=0 


De i (3) og (5) fremstillede raekker, der iovrig er betragtede mange 
gange tidligere, er blandt de faa Biirmannske raekker, hvis konvergens- 
omraade altid bestemmes ved de i § 2 angivne betingelser. 

Eksempel i. Af (3) og (4) Andes umiddelbart den i omraadet Q{i) 
gyldige udvikling 


( 8 ) 


/i,s=aiQ 


Eksempel 2, Rsekken 


(9) 



JI=0O 


2 ’ 

jns::;0 


(— l)" 

*(i— 


er gyldig i omraadet Q (4), altsaa i den del af ;r*planen, som ligger 
udenfor cirklen 


(10) (aps = ^ 

Anvendes transformationen &p (a, p), og saettes 

i^nW = bp(a,p)^_^^, 

faas for alle n, idet | a: | < i 


(”) 


''"W=2('' 


+ j' 


r («! + « + ■?) 
r (Pi + « + 5) 


r (Pp + « + j)' ’ 


og denne funktion er altsaa, bortset fra en simpel faktor, en hyper- 
geometrisk funktion af hojere orden. Den f0rste parameter i (x) er 
ganske vist det hele tal n', men denne specielle form kan haeves, idet 
man f. eks. saetter Pp = i. 

Saetter man i (ii) ^ ^ i istedetfor / og ap+i = a, pp+i = i, jfinder 
man for funktionen <E'n(ar) bestemt ved 
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( 12 ) 

f0lgende udtryk 
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n 1 


(13) 


, ^ + « + -y — i\r(oi+»+^)----r (ap+ «+'y) 

<l>n jx) — ^ jr(pi + K + .y)-f(Pp + « + -^) 


Er her specielt p = i, og saettes aj = p, pi — T, erholdes 


(14) ‘i>n {x) = + », p 4 - w, Y + «. 

altsaa paa en simpel faktor naer en saedvanlig hypergeometrisk funktion. 

Anvendes transformationen bp (a, p) paa formlen (5) faas med beteg- 
nelserne § 2, {16) og (17) den almindelige saetnmg: 

II. Enhver analyiisk funktimt f{x\ hvis Hlsvarende transformerede 

(15) = &p(P. «)/(^) 

regul(Br i et omraade Q. (r), kan i dette ofnraade udvikles i en rakke 
af fonnen 

(16) / W = y (^')> 

il==0 

kvor <l)„(;c) er den z (13) deHnerede hypergeometriske funktion af hejere 
orden. 

Koefficienteme An i (16) bestemmes ifolge (7) og (12) ved udtxykket 


(17) 


d4ji 


».:-0 


L(Pv.±-^- 

f (tti + 7 Z — 


sf: 


• f (Up + n 



Saettes ^ = 1, og kombineres formlerne (14) og (17), faas den spe- 
ciellere saetning: 

III. Enhver analyiisk funktion f{x), hvis tilsvarende transformerede 
ij) {x) er regulcer i et omraade G (r), kan i dette omraade udvikles t en 
rcekke af fonnen 


(18) 


n- -CO 

/(x) = ^ ‘A„x”F{a + n, p + «, Y + «> 

Jl 0 


hvis koefficienter bestemmes ved udtrykket 
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(.9) A =2’(-■)■{“+r ‘)f “ ‘h- 

8=0 

I mit skrift om de generaliserede kuglefunktioner i) bar jeg kun 
behandlet den del af ovennsevnte raekkeudviklinger, der svarer til om- 
raader Q(r), hvor i. 

Anvendes transformationen bp (a, paa den specielle form el (9), 
faas et eksempel paa raekker af ovennaevnte art svarende til omraadet 
Q( 4 ). 

Af den specielle formel (8) faas folgende ejendommelige raekke- 
udvikling 

71=00 

(20) F(a + V, p, Y, A„x"F(a + w, p + y + «. x), 

n 

hvor, for alle n, 

(-) 

denne raekke bar konvergensoniraadet Q(i). 


§ 4. L 0 sning af det andet problem. 

For at l0se den anden af de i § i stillede opgaver gaar vi ud fra 
den Bnrmannske raekke svarende til funktionen 

(1) (p{x:) = X—= x{i—x), 

der i hele ;i;-planen bar de to simple nulpunkter o, x= i, medens 
den afledede funktj^n 

(2) cp' (;»;)=; I — 2 X 

bar det simple nulpunkt x = og ikke andre. 

Den tilsvarende raekke 


71=00 

(3) ^ ^ An [X — X^Y 

/i=0 


Loc. cit. p. 168. 



OM ANALYTISKE FUNKllONERS UDVIKLING I R.tKKE. 27 

er, tildels i en noget almindeligere skikkelse, undersegt af de i § 2 • 
naivnte forfattere: Puiseux, Schlomilch og Petersen \ men disse under- 
s0gelser er ufuldstaendige. 

Har potensrffikken 'L konvergensradien ir>o, konvergerer 

raekken (3) i omraadet Q{r) bestemt ved betingelsen 

(4) |A;-ar2|<r; 

dette omraade begraenses derfor af en Cassinisk ellipse C{r) med braend- 
punkterne (0,0) og (1,0) og med ligningen i retvinklede koordmater 

(5) (a“ + P*)((a-i)* + P*) = ^*. A'=a + ap. 

For r > i bestaar C{r) af en lukket gren uden singulaere punkter, 
fQj. r = ^ er kurven en lemniskat med dobbeltpunktet (^, o), medens 
C(r) for r<il bestaar af to adskilte ovaler (r) og Oi(r), der om- 
slutter hver sit af braendpunkteme, nemlig henholdsvis (0,0) og (1,0). 

I det folgende betegner 0 (r) en vilkaarlig af disse ovaler, naar 
for r>i haves derimod de letforstaaelige ligninger 

( 6 ) 0,{r)^0A^) = (^ir)- 

Om raekken (3) vil vi nu bevise falgende saetninger: 

I. Fretnstiller rcekken (3) samme fwiktion F{x) i hele sit konver- 
gensomraade Q{r), inaa F{x) Hlfredsstille funktionalligningen 

( 7 ) F(i-x) = F{xy, 

denne betingelse iilfredsstilles derfor altid af rakkesummen, naar i 
konvergensonvraadet Q {f) konstanten r" ^ 

Denne saetning er en umiddelbar folge af, at funktionen x—x'^- og 
konvergensomraadet Q{r) bliver uforandrede, naar a- erstattes med 

Antages r 1 i, vil raekken (3) derimod i alroi^delighed fremstille 
to forskellige funktioner i de to adskilte dele af konvergensomraadet. 
liksempel i. Af identiteten 

(I — 2 xY‘- = (i — 4 

hvis to led for .v = o skal anta^e vaerdien i, faas ved anvendelse af 
binomialformlen den i det indre af ovalen 0 ^ (^) gyldige raekke 

n- 00 

(I — (- I)" p d^«\x—x'^f. 

n 0 


(8) 
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Saettes 


log (— 1) = ni, 


faas derimod i det indre af ovalen 0 ^ (|) 


n~oo 

( 9 ) (I — 2 xf'' ^)" 2 ^" (-^ — ^y'- 

n=0 


II. Enhver analytisk funktion F[pc)^ der tilfredsstiller fuyiktional- 
ligiimgen (7), og som er regulcer i det indre af den Cassiniske ellipse 
C {r) kan i hele dette omraade udvikles i en rakke af formen (3). 

Denne saetning bevises let, idet man udvikler h0jre side af iden- 
titeten ' 


(10) 


_.i_ ^_I _ ^ 

y — X {y—yi) — [x — X^) 


efter potenser af (x—x^)\[y —y), derpaa multiplicerer med f{y) og 
anvender Cauchys fundamentalssetning^). 

Det er aabenbart, at de i § 2 naevnte betingelser for omraadet A 
her kun kan tilfredsstilles nzzr A er en af ovalerne 0 {r) svarende til 
^ ^ i» og altsaa haves saetningen: 

III. Enhver analytisk funktion i|) {pi), der er regulcer i omegnen af 
et af punkter 7 ie x—o eller kaii udvikles i e 7 i rcekke af forme^t 


11=00 

(ii) ^ i^) — ^ 

n=0 . 

Og deimes konvergensovtraade er det indre af den tilsvareiide Cassini¬ 
ske oval 0 [r), for hvilken i almindelighed r ^ Ei sterre konver- 
gensomraade er kun muligt %mder de i II angivne betingelser. 

Vi bemaerker, at denne saetning let bevises udfra identiteten (lo) 
ved den ovenfor angivne fremgangsmaade. 

Er \\> [x] den i § 2, (16) definerede funktion, og er ovalen {r), 
faas ved § 2, (15) for koefficienter An i (ii) 


it=n —1 


(12) 


■^0 — ^0) 




— S {ft + s' 




Sammenlign behandlingen af roekken § 5, (5). 
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Eks. 2. Ved anvendelse af § 2, (15) faas umiddelbart den i det 
indre af ovalen gyldige raekkeudvikling 

( 13 ) (I - vT^ C ^ 

11=0 

For at anvende operationen bp(a, P) paa formlen (ii) benytter vi 
stedse de i §2, (16), (17) og (18) angivne betegnelser; ssettes endvidere 

bp(a, P){a; —A;*)" = i?‘nW, 

findes for alle « ^ o 


(14) Fn{x)= I)* 

a=0 


r (oi + « + • r (Op + « + j) ^„+, 

r(Pt + «’+^)----r(Pp + » + ^) 


medens koefficienterne A ved anvendelse af {12) og § 2, (18) antager 
formen 


(«s) 

og for ^ I: 


'0 - f(a,)r{c 4 ). 


•r(gp) 

•r(ap) 





(16) 


A., 


H :=n-^ I 



71 — S 
It ^ 


«---0 


'« + r (Pi + ” + -y) • 

^ s j 'Y («!'+ n + ^) • • 


• • r (Pp + ” + 

. ■ r (ap + n + s) 




Med disse betegnelser faas saetningen: 

IV. Enhver analytisk funktion f{x), der er regular i omegnen af 
pimktet x = 0 , hail udvikles i en rakke af formen 


11- - CO 

{17) / W = 

nr-O 

kvis konvergensomraade er det indre af en Casstnisk oval f?i (r), hvor 
almindeligvis r ^ Kun i det tilfalde, hvor den til f{x) svarende 
transfonnerede funktion ij) {x) iilfredsstiller de i II navnte betingelser 
kan ovennavnte konvergensomraade blive det indre af en Casstmsk 
ellipse C[r), hvor 
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Ssettes specielt p = i, = p og Pi = Yj antager (17) formen 

Jl=0O 

(18) fix) = AnX^Fi— K, p + «, Y + «. A 


ii=0 

hvor Aq = og for w ^ i 

H—n —1 


8=0 

Eks. 3. Af (13) faas den i det indre af ovalen ( 9 i(^) gyldige formel 


(20) F(a, p, Y, x) = ^^ A„x"F(— w, p + w, y + «. x), 

n=0 

hvis koefficienter bestemmes ved udtrykket 

(2.) + + + 

a + 2/i\ n /[ n ) \ n ) 

Vi kan ikke her gaa naermere ind paa de af identiteten (lo) dan- 
nede mserkelige raekkeudviklinger og deres egenskaber, men maa ind- 
skraenke os til at henvise til den udf0rligere fremstilling af naervaerende 
arbejde. 

Det er aabenbart, at disse raekker staar i noje forbindelse med en 
klasse hele polynomier, som jeg har undersogt ved anden lejlighed^). 


§5. Bemaerkninger om det almindelige problem. 

For at behandle et andet specielt tilfaelde af det i § i naevnte 
almindelige problem gaar vi ud fra en raekke af formen 


(I) 




denne raekke kan ikke behandles efter den i § 2 angivne almindelige 
metode; ti her har udviklingsfunktionen <p(^) et nulpunkt af anden 
orden i ^ = o. 


') Nyt Tidsskrift for Matematik. Bd. 22» p, 73—85; 1911. 



OM ANALYTISKE FUNKTIONERS UDVIKLING I R^KKE. 


31 


Har potensr®kken konvergensradien r>o, konvergerer 

raekken (i) henholdsvis absolut eller ligelig, eftersom henholdsvis 


( 2 ) 



I —X 


— &, 


hvor b er ea vilkaarlig lille positiv st0rrelse. Konvergensomraadet for 
raekken (i) er derfor det indre af den lukkede kurve K{r) med lig- 
ningen i retvinklede koordinater 

(3) (a® +PY —+ = x = 

Man ser, at K[r) kan dannes af den i § 4 betragtede Cassimske 
ellipse C{r), idet man istedetfor ^ saetter i :a:. 

For r<4 bestaar K(r) af en enkelt lukket gren uden singulaere 
punkter; for r — 4 er der et singulaert punkt, nemlig dobbeltpunktet 
(2,0), hvis slojfe omslutter (i.o). Antages endelig r> 4 . er Kir) 
sammensat af to ovaler, af hvilke den storste Oir) omslutter ^(4), 
medens den mindste oir) i sit indre indeholder punktet (1,0) og om- 
sluttes af sfojfen horende til dobbeltpunktet af Ki 4 ). 

Da -v) ikke forandres, naar .v erstattes med x:ix—i), 

har ifolge (2) kurven Kir) og de to dele af planen begraensede af 
Kir) samme egenskab, og altsaa gaelder saetningen: 

I. Enhver fimktion Fix), der kan udvikles d en komtergent rakke 

af formen (i) tilfredssHUer funktionallignmgen 

( 4 ) 

For at kunne vende denne saetning om og bevise eksistensen at 
visse almindeligere raekkeudviklinger vil vi gaa ud fra identiteten 

I 

y—x 


_ y ii — x)j 4 'X _ _ i_ 

” (I - :ry(i —y)' 'vy _ 

I — y I — X 


Og den derved dannede raekkeudvikling 


( 5 ) 


y — X - ^ '\l—x)^^ 

n :.0 « 


^‘2u+l 
(l — 


Gennemlober y en vilkaarlig kurve Kir), er raekkerne paa hojre 
side i (5) henholdsvis absolut eller ligelig konvergente baade med 
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hensyn til x og y\ naar x er beliggende henholdsvis i det indre af 
K (r) eller paa JC(r — &) og i dens indre, naar b betegner en vilkaarlig 
lille positiv storrelse. 

Lad nu jF(x) vaere en analytisk funktion, der er regulaer i det indre 
af en vis kurve J^(r), og lad x betegne en fast vaerdi i det indre af 
jSr(r); multipliceres i identiteten (5) med og integreres langs en 

kurve jfiT (r') der omslutter x og saaledes at r' < r, faas folgende saet- 
ning: 

IL Enhver analytisk funktion der er regular i det indre af 

en kurve K[r\ kan i dette omraade udvikles i en rakke af formen 

n=oo n=oo 

^ I / <4*^ I 

( 6 ) 

n=0 n=0 

For koefficienterne i denne raekke giver ovennaevnte metode let 
udtrykkene 

(7) (2«) 1 A. = IJi^(<,i~xrF(.x))^o, (2«+1) I ^„ = U^+%i-xrF{x))^..h. 
Det ses umiddelbart, at raekken (6) ogsaa kan bringes paa formen 


( 8 ) 


F(x) An ^(^n — ^n) 


"—xf+^' 


saettes endvidere 


A. {) — , An — An “I" ^ -Bn—l , 


faas desuden af (6) 


n=oo 


det er aabenbart, at raekkeudviklingerne (8) og (9) bar nojagtig sainme 
konvergensomraade som (6), 

Af II i forbindelse med formlen (9) faas umiddelbart den til I sva- 
rende omvendte saetning: 

ni. Enhver analytisk funktion E{x), der tilfredsstiller funktional- 
ligningen (4), og som er regular i omegnen af punktet x^o, kan 
udvikles i eii rakke af formen (i). 
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If0lge n kan F{x) udvikles i en raekke af formen (9); ssettes i 
denne raekke x:{x — i) istedetfor x, erholdes 


' n=0 

og altsaa haves, for alle Bn = o, naar F {x) skal tilfredsstille (4). 
Er F{x) den i saetningen II betragtede funktion, og sattes 






hvor a er et vilkaarligt kompleks tal, er i]) {x) vel regulaer i omegnen 
af punktet x = o, medens x = i almindeligvis er et forgreningspunkt 
for denne funktion. 

Det er imidlertid aabenbart, at de af (6) og (8) dannede raekke- 
udviklinger 

n-i-QO n=oo 


{12) ij) (Aj _’"^a+n 

n- 0 

11 =-^^ Jf*__ 

^-2/1 jj 

{13) ij) {X) Aa ,--—<a+A+i 

_ « ' n-ft 


n-0 

Jft=-00 


^•in+l 


(l — jt;)“+'*+* 


bar samme konvergensoinraade som raekken i ( 6 ). 

Da anvendelsen af den saedvanlige transformation paa raekkerne 
(12) og (13) ingen vanskelighed frembyder, skal vi, idet vi i 0 vrig hen- 
viser til den udforligere fremstilling af dette arbejde, indskraenke os 
til her at anfore folgende saetning som et af resultaterne af ovennaevnte 
transformation: 

IV. Enhver analytisk funktion /{x), der er regular i omepien aj 
punktet x— 0 , kan udvikles i rakker af fonnen 


(14) fix) = ^AnX^Fia + |3 + «, T + w, x) 

ir-oo 

(15) fix) = y FnX^F ia + P + W, Y + «, x), 

hvor «' og n" er de hele tal, der defineres ved betingelserne 
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(I6) 


2 — — 2 




7 / -}- 2 


Konverge 7 isomraadet for disse rcekker er det indre af den ktirve K (r), 
indenfor hvilken funktione^i 

(17) (I—^)“(&i(Y. P)/(^)) 

forholder sig regulcert, 

Sammenholdes disse raekker med den i § i angivne udvikling ( 6 ), 
der ligeledes er et specielt tilfelde af den i det almindelige problem 
forekommende raekkeudvikling, synes det at fremgaa, at dette alminde- 
Hge problem aabenbart er ret vanskeligt. 



OM INTEGRALEKVATIONERNAS BETYDELSE 
FOR HYDRODYNAMIKEN. 

AV 

C. W. OSEEN. 


D ET som jag i detta foredra^ onskar redogora for ar ett par av 
de resultat, till vilka jag kommit under de tva si§ta aren, och som 
jag tror vara av mera allmant intresse. Jag maste fdrutskicka nagra 
anmarkningar. Hydrodynamiken ar, som bekant torde vara, den del 
av mekaniken, som handlar om, eller atminstone borde handla om 
vatskornas rorelser. I detta fdredrag inskranker jag mig belt och 
ballet till de osamnantryckbara vatskoma. Det viktigaste faktuni, 
som ar bekant om dem, ar foljande. Man maste skilja pa tva slag 
av rorelser. Man bar dels lingsamma, regelbundna rdrelser, detta &r 
den hydrodynamiska rdrelsefasen, dels oregelbundna, turbulenta rorelser, 
den hydrauliska rdrelsefasen. De lagar man bar fBr en vatskas rSrelse 
aro vunna genom studiet av de lingsamma, regelbundna rorelsema. 
Huruvida dessa lagar aro giltiga ocksa fSr de turbulenta rbrelserna, 
darom aro meningarne annu delade, om an, efter min mening, den 
tidpunkt nu ar kommen, da man kan slutgiltigt besvara fragan. 
Undrar man, bur meningarne kunna vara delade om en sadan sak, su 
ar det tillrackligt att kasta en blick pa de hydrodynamiska diff. ekv:na 
for att fdrsta en av anledningarne: 


hu , (i« , 

- \-U;: 4-Z/v'H"^ 


bs 



+ fxAu, 


du bv , b7tf _ 
bj/ bs ~ 


Den icke-lineara formen bos dessa ekvationer bar gjort, att det 
som man vetat om deras Idsningar anda till de sista aren varit ytterst 

3 * 
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litet. Jag stallde mig for nagra ar sedan den uppgiften att lyfta pi 
den sloja, som vilade over dem. Den metod jag hade att anvanda 
torde vara klar for varje matematiker, som sysslat med de partiella 
diflf: ekv:s teori. Jag miste fbrst utelamna de icke-lineara termerna. 
Jag fick si ett lineart system. Jag bestamde dettas grundlosningar. 
Med hjalp av dem overfbrde jag de hydrodyn. difF: ekv:na till ett 
system av integralekvationer, En av dessa har jag har uppskrivit. 


! (1^, r\, 4 ^o)+ »(5. n. k) 4- O' (5, n. 1^, to) i)i=fo + 

f 

+ |rfTK(-<Sf+z;ze/ 

— 'bv 


Jag har darvid for enkelhetens skull begransat mig till det fall, da 
vatskan fyller hela rummet. u\ etc. ar grundlosningen. Med hjalp av 
dessa integralekv. kunde jag darpa overga till frigan om losningarne 
till de fullst^diga hydrodynamiska difF. ekv. Jag erholl darvid ett 
resultat, som jag kan uttrycka sa: Ar i en oandligt utstrackt vatska 
rorelsen vid en tidpunkt regular, sa finns det alltid darefter ett visst 
tidsintervall, under vilket rorelsen likaledes ar regular. Det jag har 
vill understryka ar, att det tidsintervall, for vilket denna sats kan 
bevisas, ar ^dligt. Det ar detta, som varit utgSngspunkten for mina 
foljande undersokningar. 

Om den tidrymd, under vilken rorelsen i en vatska ar regular, ar 
andlig, si miste man naturligtvis stalla sig den frigan: vad intrafFar 
i det ogonblick, da den regulara rorelsen upphor? M. a. o. vad ar 
den fysiska betydelsen darav, att rorelsen upphor att vara regular? 
En hypotes ligger har nara. Det finns tvi slag av rorelser, den 
hydrodynamiska och den hydrauliska. Den regulara rorelsen hor 
uppenbarligen till det fbrsta slaget. Det ligger nara att uppstalla den 
hypotesen, att det som intrafFar, di rorelsen upphor att vara regular, 
ar, att rorelsen intrader i den hydrauliska fasen. Ar denna hypotes 
riktig, sa skulle man alltsi ha hunnit si lingt, att man pi rent 
teoretisk vag aterfunnit de bada slagen av rorelse. — Frigan var nu: 
finns det nagot medel att prova hypotesen. Ett sadant medel erbjod 
sig genast. Overgangen frin den hydrodynamiska till den hydrauliska 
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fasen kannetecknas darav, att virvlar upptrada i vatskan. Ar hypo- 
tesen riktig, maste det alltsa vara mojligt att visa, att i det ogonblick, 
da rorelsen upphdr att vara regular, en virvel uppstatt. Jag fdran- 
leddes harav att undersdka de singulariteter, som kunna uppsta i en 
vatska. Jag skall icke inga pa undersokningens detaljer. Det ar nog 
att namna resultatet. Jag fann, att om i en oandligt utstrackt vatska 
rorelsen upphor att vara regular, antingen fdrhallandena oandligt langt 
borta andrats, eller nagon av storheterna u, w nagonstades blivit 
oandlig eller slutligen nagon av dessa storheters derivator med avs. 
pa y, ^ i nagon punkt blivit oandlig. Ar detta resultat det, som 
man borde vanta? Ja, till halvten. Med den mojligheten, att for- 
hallandena oandligt langt borta andrats, behover man icke befatta sig. 
Ett oandlighetsstalle for u, v eller w betyder, att virvelintensiteten 
blivit oandlig. Vi kunna da med fog saga, att en virvel uppstatt. Sa 
langt ar allt gott och val. Men det aterstar en tredje mojlighet. Om 
den kan jag varken forneka existensen, ej heller ange dess fysikaliska 
betydelse. Jag maste da fraga mig; ar det oundvikligt, att dessa 

oandlighetsstallen for etc. skola betraktas som .singulariteter i 

rorelsen. Man ser nu genast, att om man utgar fran de hydrodyn. 
diflferentialekvationerna, detta i sjalva verkct ar oundvikligt. I dem 
inga namligen de andra derivatorna av u, v, w ’). Intraffar det, att 

nagon av kvantiteterna etc. blir oandlig, sil maste samtidigt atm. 

nagon av dessa andra derivator bli oandlig. Utgfir man friin diff. 
ekv:na kan rorelsen i ett sadant fall omojligt betecknas som regular. 
Men man .ser ocksa, att det forhaller sig belt annorlunda, om man 
utgar fran de hydrodynamiska integralekvationerna. I dem forekomma 
icke alls de partiella derivatorna av andra ordningen. Om dessa 
Annas och aro iindliga, det ar friin integralekvinas synpunkt alldeles 
likgiltigt. 

Den fniga jag harigenom foranleddes att stalla mig iir foljande: 
aro i hydrodynamiken de partiella diff, ekv. nodvandiga eller kan 
man ga forbi dem och direkt ur de fysiska grundhypoteserna harlcda 
de hydrodyn. integralekv. ? Har vill jag nu understryka, att detta 
problem upptrader icke blott i hydrodynamiken utan i den mat, 
fysikens nastan alia grenar. I nastan alia delar av den mat, fysiken 

I ekv, lor en sainmantryckbar vUtskas rorelser inga alia derivator av andra ordn. av 

u, zf, w m. a. p. X, y, s. 




c. w. oseen: 
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ar gingen den, att man forst uppstaller diff. ekv. och sedan ur dem 
harleder integralekv. Sa t. ex. fores man i elektrostatiken till det 
problemet att bestamma en funktion 9 s&dan att for varje sluten yta 

S och det darav begransade rummet co galler: 

* 

(I) = 


Det traditionella sattet att losa detta problem ar att ur (i) genom 
en gransovergli^, varvid man forutsatter existensen av funktionen 
9: s andra derivator, harleda diff; ekvationen; 

(2) A9 = — 4xp. 

Ur (2) erhiller man darpi med hjalp av Greens satser: 


(3) + 


Man kan nu i alia dessa fall stalla sig den fragan: Aro differen 
tialekvrna nddvandiga? Kan man icke gi forbi dem och direkt 
harleda integralekvma? Kan man icke t. ex. komma fran I til 3 utan 
att infdra i rakningen de andra derivatoma? 

Tiden medger mig icke att ga in pa sakens detaljer. Jag maste 
noja mig med att uttala resultatet. Svaret pa fragan ar jakande. 
Diff: ekv:na aro i sjalva verket overflodiga. — Jag vill daremot stanna 
ett ogonblick vid den fragan. Vad vinner man genom denna metodr 
Jag vill framhilla tva punkter. Vad iakttagelsen kan ge ar alltid i 
fbrsta hand integralrelationer, eftersom man aldrig kan iakttaga en i 
rum och tid isolerad punkt. Det den moderna matematiska behand- 
lingen slutligen ger ar aterigen integralrelationer. Det ar da ett 
framsteg i metodernas renhet att hela tiden operera med integral¬ 
relationer i St. f. differentialrelationer. Men vidare och huvudsakligen: 
det ar ett vasentligt framsteg i enkelhet att gl forbi diff: ekv:na. For 
att se det behover man blott betrakta det exempel jag nyss uppskrivit. 
Foljer man den traditionella vagen har man efterat den plikten at 
undersoka, huruvida: 



verkligen har derivator av andra ordningen, som uppfylla ekv. 2. Det 
ar bekant, vilken lang rad av subtila undersokningar denna fraga 



OM INTEGRAI.EKVATIONERNAS BETYDELSE FOR HYDRODYNAMIKEN. 


39 


framkallat. Det sista betydande bidraget harrbr som bekant fran 
lektor Petrini, som val kan sagas ha bragt fragan till avslutning. Det 
resultat, som framgitt av dessa undersokningar, ar, att for de andra 
derivatornas existens det fordras, att funktionen p utom kontinuitet 
har vissa andra, komplicerade egenskaper. Foljer man daremot den 
vag jag foreslar, sa trader i stallet for fragan, om ekv. 2 ar uppfyld, 
den, om ekv. i ar uppfylld. Harfor Sr kontinuitet hos funktionen p 
ett, icke nodvandigt, men val tillrackligt villkor, Fragan om de andra 
derivatornas existens forlorar sitt matematiskt-fysiska intresse. 

Jag gar tillbaka till det hydrodynamiska problemet. Har man ratt 
att utga frSn integralekvma, sa erhaller man latt foljande resultat. 
Om rorelsen upphor att vara regular, sa har nagonstans i vatskan en 
virvel uppstatt, Sammanstaller man nu det man experimentellt vet 
om de tva olika slagen av rorelse och om overgingen fran det ena 
slaget till det andra med dessa resultat av den matematiska analysen, 
sa tror jag, att det ar omojligt att undgH den slutsatsen, att skilnaden 
mellan den hydrodynamiska rorelsefasen och den hydrauliska i sjalva 
verket ar den, att de forstnamnda rorelserna aro rorelser utan singu- 
lariteter, de sistnamnda rdrelser med singulariteter. Da jag uttalar 
detta, tror jag mig vara i overensstammelse med prof. Boussmesq^). 

Godkannes den nyss dragna .slutsatsen, sa vill jag darav draga en 
slutsats betraffande hydrodynamikens framtida utveckling. Vilka 
problem ar hydrodynamiken overhuvud i stand att losa? Man kan 
uppdela alia hydrodynamiska problem i tre grupper. Den fdrsta om- 
fattar alia rorelser horande till den hydrodynamiska fasen. Problemet 
att berakna dem ar enligt min mening principiellt 16 st. En och 
annan frSga aterst&r, men det ar otvivelaktigt, att de.ssa fragor kunna 
besvaras. I motsats haremot betraktar jag problemet att berakna de 
hydrauliska rorelserna sSsom olosbart. Man maste betSnka vilka 
svarigheter man moter, om man vill numeriskt berakna en vanlig 
analytisk funktion med blott nagorlunda komplicerade singulariteter. 
Men har har man att gora, icke blott med singulara punkter utan 
dessutom med singulara kurver och ytor. Och dessa singulariteter 
forandras med tiden, uppkomma och forsvinna. Att Sven i de grofsta 
dragen berSkna en sadan rorelse ur de hydrodyn. diff: ekv:na eller 
de motsvarande integralekvma forefaller mig ogorligt, Aterigen tror 


‘) Jmf. A. Jioalanger, Ilydraulique gendrale, Doin ct fils 1909. ocksa dr. 

JCdrmdm skona uppsats: tfber die Turbnlensrcibung verschiedencr b'Ulssigkeiten, 
Phys. ZeiLschr. 1911 S. 283. 
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jag mig har befinna mig i overensstamirielse med prof. Boussinesq. — 
Mellan de bada n^mda slagen av rorelse finns en tredje, rorelser 
med regelbundna singulariteter. Till detta slag hor en hel rad av 
teoretiskt ■ och praktiskt viktiga fall. Om dessa rorelser ar annu 
mycket lifet bekant. Har ar det omride, dar enligt min mening, 
hydrodynamiken har att satta in. Jag upprepar och jag understryker 
det: det ar dessa problem, som kunna losas. Den tanken daremot, 
att man ur de hydrodynamiska differential- eller de motsvarande 
integral-ekvationema skulle kunna berakna sa komplicerade rorelser, 
som de fiesta av dein, som forekomma i naturen, den vilar enligt min 
mening p|, ett misskannande av dessa ekvationers analytiska natur. 



GRAFISK ALGEBRA OG GRAFISK DIFFEREN¬ 
TIAL- OG INTEGRALREGNING. 

AF 

V. BJERKNES. 

A NGAAENDE dette foredrag henvises til kapitlerne »Graphical 
Algebra* og .Graphical Differentiation and Integration* i .Dyna¬ 
mic Meteorology and Hydrography by V. Bjerknes and different 
Collaborators, Part II, Kinematics*, Carnegie Institution of Washington, 
Publication Nr. 88. Washington. 1911. 




EN S-®TNING OM DEN LINE-^RE HOMOGENE 
DIFFERENTIALLIGNING AF ANDEN ORDEN, 
HVIS KOEFFICIENTER ER ANDEN GRADS 

POLYNOMIER. 

AF 

O. A. SMITH. 

I DET vi til Udgangspunkt tage f0lgende lineaere, homogene Dififeren- 
tialligning af Orden 

/{t) + cp (/) + oj) [t) 

hvor /{/), <p (t) og a]) (2?) i et vist faelles Arealkontinuum ere analytiske 
Funktioner af t alene, og =1:: betragte vi folgende Integral 

J a 

og onske saa at finde den Differentialligning, som y tilfredsstiller, idet 
vi ville disponere over <!>{/) samt Graenserne a og ( 3 , der ikke inde- 
holde X, paa en saadan Maade, at den sogte Differentialligning bliver 
saa enkel som mulig. 

I den Hensigt gaa vi ud fra Identiteten 

fi (^_ a)(/— p) + (a + p) /— 

og faa da strax 

g ^ (a ■ 1- p) g - -1- {t) {t -a){t- dt. 

» Ct 

Anvendes delvis Integration gentagne Gange og bortskaftes sam- 
tidig 7 ’'®* ved Hjaelp af den givne Differentialligning, faas 
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o. A. smith; 


J y \^J J a 

•' a 

P ^ P I* P 


Vi kunne nu sarnie de Integraler, der' indeholde r<'> Under Inte- 
graltegnet til 6t og bestemme <!>(/) saaledes, at dette Integral falder bort. 
Vi finde da 


O (/).a)(/- P)-<E>c» if) [t- a){t— p)—2.0 W • ^ + (a + p)<l>(#) = o 
y W 


hvoraf 




(if—a) (if—P) 


,J/(0 


medens ^ bestemmes ved 
dx^ 

g =(«+m - 

a 

_ 1 (D (?) ^ (^ — a) (/— P) 

» a 

Sarlig Interesse faar her det Tilfaelde, hvor /(/), <p(^) og rj)(if) ere 
gaen Grads Polynomier i t, idet vi da kunne udlede en Saetning, som 
er i h0i Grad karakteristisk for denne Klasse Differentialligninger. Gaa 
vi nemlig ud fra Differentialligningen 

(I) («*?» + a^t + ao) + h* + ^o) + (^2^* + c^t + ^o) o 

hvor Oj :j= o og lade vi a og p vaere Radder i Ligningen 

-f- 4 ” ^0 “ ^ 


giver ovenstaaende Udtryk for umiddelbart den sagte Differential- 
ligning 


(2) ifl^x’^ + b^x + c,) + {a,x^ + b,x+ c^) f- + {a,x^ + b^ + c„)y = o 
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som ikke alene er af samme Type som (i), men som er i^nnct aj 
define ved en simpel, karakterisiisk Forskydning af Koeffiaenterne id 
^den Qrads Polynomiemc, 

Anvende vi nu den samme Transformation 

T=\e^ <1> {x)ydx, 

J Y 


hvor Y og & ere Rodderne i Ligningen 

+ biX + ^2 = 0 

og <I) {x) dannet i Overensstemmelse hermed, paa (2), komme vt Ulbage 

til (I). . , 

De to Dififerentialligninger (i) og (2), som vi ville kalde reaproke 
Differentiallipiinger, ere paa det nojeste forbundne med hinanden. 
Den ene ferer over i den anden og omvendt, og de Hntcgrere htnanden 
gcnsidigt. 

For ovenstaaende Differentialligning (i) finde vi folgende Udtryk 
for <l>-Funktionen 

<1)(^) —a)'‘(^— 

hvor , , 

(«i — i) a -j- («o + P) + ^2“" 

. a— 

„ K-i)p-hK±«) + «2p“. 

^■ ■ p — a 

,ir0lge det foregaaende vil man altsaa have som Integral i (2) 
y C, f^ (/ _ (t — P)" T,dt -1- ^2 — a)'" - P)'" 


hvor Ci og ere arbitrsere Konstanter og 1 \ og danne et Funda- 
mentalsystem aflntegraler for (i), medens R(A)^ — 1 og R{B)> i. 
Det skal her bemaerkes, at ovenstaaende Udtryk for y ingenhindc be- 
h0ve7‘ at vcere det almifidelige Integral^ idet det kan heende, at de 2 
Iniegralers Forhold bliver konstant, hvorved ma 7 i ktm faar et partial- 
Icert Integral. Dette indtraeder f. Ex. ved Dififercntialligningen 

x^ + ( 2 '" + 0 “ ° 

hvor 


O, A. Smith: Sur quelques relations intcgrales entre Ics fonctions splioriqucs et 
cylindriqucs. — Giornale di matcmalichc. Vol. XLTTT. IQ^S* 
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0. A. smith: 


-Ic' 


1 : 


pv.n (/) (I _ ^)'-i dt-\-cA e*^ /*)'■“*■ dt 


hvor i? (v) > — ^ og 


i>v.n(^) 


*—7 

I XT’ (— i)* r (7i —s + v) 

S\(n — 2S)\ 






yji r (« + 2v) „./ »+ I 

2"+* r (« + V +1) \ 2 


+ V, - + V, + V + I, 


I 


) 


hvor i 1^1 > I. Begge de 2 Integraler ere Cylinderfunktioner 

af 1“*® Art. 

Hvis man i Stedet for ovenstaaende almindelige Integraludtryk for y 


y = 


1 


f* 


a 


betragtede Integralerne 


je‘«r^{t)d(, Ji{x + ai)>0 

og 

y‘=‘T^{t)dt, R{x-{- a^)<0 


vilde man finde den samme Differentialligning for y. 

Vi have her kun betragtet det Tilfaelde, hvor cx =|= p, men den 
samme Reciprodieisscetning gcelder ogsaa^ naar a = p. 

Den fundne Reciprocitetssaetning kan bl. a. med Held anvendes til 
Integration ved bestemte Integraler af Ligninger af ovenstaaende Type. 
Som Exempel betragte vi Differentialligningen 


S ^ 


Multiplicere vi denne med x, fores Differentialligningen over til en af 
den Type, vi her have betragtet. 
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Dens reciproke Differentialligning bliver da 
(3) 4- + ^1) "t" 7 = o 

medens Graenserae a og jS i Integralet blive RGdder i Ligmngen 

f-\rb^t+c^^o. 

Der bliver nu 2 Tilfelde at unders0ge, efter eller = 

I i«‘« Tilfaelde bliver 

__ ^ ?o!^- (:5 p+_"5? _ 1 

<1) [t) = (/ — a) '“-P {t — | 3 ) P-“ 

og et particulaert Integral bliver altsaa, idet 7 \ = I tilfredsstiller (3), 
U‘*+“>'(^— Ct) “-P”" (?—p) •*”“ 

v a 

Og som Integrationsvej vaelges Forbindelseslinien mellem a og ( 3 . 

Vi skulle nu fremdrage mere specielle Exempler paa Differential- 
ligninger, der kunne udledes heraf som specielle Exempler og som alt 
ere behandlede af andre Forfattere. 

i«. x^ + 2m^£+xy = o. 

Denne Differentialligning er bl. a. unders0gt af Picard^') og FoubP). 
Vi faa strax Graenserne bestemt ved 


medens 
og folgelig 


£ 2 + 1=0 
<1>(^) = (^*+ I)"- ' 

(/■•* -I- I)'"-' dl 


hvor R (;«) > o og Integrationsvejen fores fra — i langs de imaginaere 
Tals Axe til - 1 - i. 


») Picard: Traite d’Analyse, t. Ill, Side 380-381. Paris 1S96. 

“) A. FouSt: Leeons elfimentaires sur la thcorie des fonctions analytiques, 1. II, Side 
158—159. Paris 1904. 
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O. A. SMITH : 


Differentialligningen er angivet af Oskar Perron\ 
Graenserne bestemmes ved 


medens 


— bz = o 

a—b ig—l)b—a 

{t) = t " {t — b) “ 


Et partikulaert Integral bliver altsaa 


J'l 


=1 


" --1 _^_i 

(f — b)" » <// 


hvorje(|)>o og 

+ — = 

Graenserne bestemmes ved 

^2 _ ^2 - o 


medens 

folgelig 


0(/) = (^ —^2) 
»+b 






•I 


b^)^ 'dt 


hvor i 2 {«)^o. Spitzer^') bar undersagt Tilfaeldet a = b= i. 


X 


dy 




dx'^^'*' dx 


Grsenseme bestemmes ved 


medens 
og falgelig 

hvor i2(a)>o. 


z^->s-g=o 




T-> 


yi 


»+V—ff a 

{t^+gY~'dt 


=U(/ 


Oskar Perron: tJber eine specielle Klasse von Kettenbrlichen. Rendiconti del 
matematico di Palermo, Tome XXIV, 1910, Side 119. 

Spitzer: Vorlesungen tlber lineare Differentialgleichungen. Wien 1878.. S 88, 


circolo 
S. 120. 
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For a I er Ligningen undersogt af Fourier i sin »Theorie ana- 
lytique de la chaleur« Side 378, men han angiver Integralet paa Formen 





cos X) d\ 


Ogsaa Spitzer har i sit ovenfor citerede Vaerk behandlet samme 
Tilfelde, men han angiver Integralet paa den af mig givne Form og 
viser derpaa, at de 2 Integraler kan transformeres over i hinanden. 


Er b\ = 4^1, er 

at-\- 

<ly{t)=^e 




6q— — 2 


medens Differentialligningen i 2 ’ bliver 

1 - (ro + ht -I- «/*) T’l*) = o. 


Paa samme Maade som i i**" Tilfaelde kan man nu forskaffe sig et 
partikulaert Integral, en Undersogelse, som vi her skulle udeladc. 
Derimod vil det vise sig, at f0lgende Integral 


Pi 





d* [t) dt 


hvor Tj betegner det andet particulaere Integral af (3), der sammen 
med T'l = I danner et Fundamentalsystem, vil vaere en fremmed L0S- 
ning, der blot markerer den fremmede Loaning x—o, som blev ind- 
fort, da Differentialligningen blev multipliceret med x. 

Hvorvidt der eksisterer en tilsvarende Reciprocitetssaetning for 
Differentialligninger af hojere Orden, er et Sporgsmaal, der indtil 
videre staar aabent. Meget synes at tyde paa dens Existens og jeg 
skal i et senere Arbejde komme tilbage dertil. 


4 




UNDERS0GELSER OVER LIGNINGERNES 

THEORI. 

AF 

J. L. W. V. JENSEN. 


M ine Unders0gelser, af hvilke jeg her skal fremdrage nogle 
enkelte Punkter, straekker sig mere end 25 Aar tilbage. Jeg har 
hidtil intet publiceret deraf, dels fordi det Materiale, jeg samlede, var 
i en vis om end langaom Voksen, dels fordi min praktiske Virksomhed 
kun levner mig ringe Tid til videnskabclig Publikation. Ue omtalte 
Unders0gelser er nu i det vaesentlige afsluttede, og det er min Hcnsigt, 
efterhaanden som min Tid og mit Helbred tillader det, at publicere 
dem paa Dansk i en Raekke af omtrent 5 Afhandlingcr i Det Kgl, 
Danske Videnskabernes Selskabs Skrifter, medens en fransk Over- 
saettelse vil fremkomme i Acta Mathematica efter Aftale med Prof. 
Mittag-Leffler. 

Indholdet af den i"*® Afhandling har jeg allerede forelagt i et 
M0de i Videnskabernes Selskab d. 5. Maj 1911, medems et Punkt af 
den 2“*" Afhandling er benyttet til et Koredag i Mathcmatisk For- 
ening d. 16. Marts s. A. Det er herhenhorende Ssetninger, som jeg 
her skal tillade mig at fremssette og tildels bevise. 


Den vigtigste Gren af Ligningemes Theori — naar man ser hen 
til Anvendelserne paa Naturvidenskaberne eller andre Dele af Mathe- 
matiken — er den, som beskajftiger sig mod Adskillelscn og den til- 
naermede Beregning af Rodderne i en forelagt Ligning, eller som man 
ogsaa kan sige, R0dderne eller Nulpunkterne af en algebraisk eller 
transcendent Funktion. 


4* 
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J. L. W. V. JENSEN: 


For de algebraiske Ligningers Vedkommende vilde man vaere 
tilbojelig til at paastaa, at Emnet i det vaesentlige var udtomt 
ved Arbejder af Mestre som Rolle^ Descartes, Newton^ Lagrange, 
Fourier, Cauchy, Gauss, Sturm, Jacobi, Borchardt, Sylvester, Her- 
mite og Brioscht. Hertil maa fojes mindre bekendte men vigtige 
Arbejder af de Gua (Histoire de I’Acad^mie Royale des Sciences, 

1741, S. 92—95 & S. 9S og Mdmoires. S. 72—96 Sc 

S. 435—494), hvori bl A. Descartes* Regel bevises for f0rste Gang 
og paa en simpel Maade, der senere er genfunden af Laguerre og 
fremsat af ham som ny, Wari7ig (Miscellanea analytica, 1762 og 
Meditationes algebraicae, 1770). Campbell, Kommentator til Newtons 
Arithmetica Universalis (Philosophical Transactions, Nr. 404, oversat 
til Latin og f0jet til den 3^® Udgave af Arithmetica, 1732), Olivier, 
der simpelt og smukt beviser en Ssetning af Campbell for forste 
Gang (Crelle’s Journal, B. i), og endelig last but not least Laguerre's 
mangeartede Unders0gelser fra Begyndelsen af 80’erne. 

For de transcendente Funktioners Vedkommende er Forholdet et 
ganske andet. Her savner man Methoder til Behandling af Funk- 
tioner af mere almindelig Form. Dette er saa meget mere maerkeligt, 
som store Problemer venter paa deres L0sning af Mangel paa saa- 
danne Methoder. Jeg behover blot at minde om den endelige Losning 
af Primtalproblemet, hvor det kommer an paa at vise, at en af 
Riemann i Taltheorien indfort Funktion X, (.r) har alle sine imaginsere 
R0dder af Formen J + af, hvor a er reel. Ved mine Unders0gelser 
er jeg netop gaaet ud paa Losningen af det Riemann’ske Problem. 
I en Del Aar var disse Bestraebelser resultatl0se, indtil jeg indsaa, at 
man maatte skaffe sig saa mange forskellige Methoder som muligt til 
Behandling af Klasser af transcendente Funktioner, dels ved Gene¬ 
ralisation af bekendte Saetninger om Separation og Antal af R0dder i 
hele rationale Funktioner og Udvidelse heraf til transcendente Funk¬ 
tioner, dels ved Opstilling af nye Saetninger for de sidstnaevnte. Vi 
skal her se Eksempler paa begge Dele. 

Ved mine Undersogelser er jeg ikke gaaet ud fra den mest 
almindelige Saetning, man kender, angaaende Adskillelsen af R0dderne 
i en hel rational Funktion med reelle Koffiicienter, nemlig Sturm*s 
Saetning, der — i alt Fald theofetisk — tillader en fuldstaendig 
Diskussion. Vel har Borchardt, ved Hjaelp af Sturm’s Theorem eller 
rettere ved Hjaelp af de Sylvester’ske Udtryk for de Sturm’ske Funk¬ 
tioner, vist hvorledes man kan opstille en Raekke af symmetriske 
Determinanter, som afhaenger af Potenssummeme af R0dderne, og 
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hvis Fortegn bestemmer Antallet af de imaginaere Radder. Forsager 
man at lade Graden af den givne rationale Funktion vokse i det 
uendelige, bliver disse Determinanter alle uendelige eller ubestemte 
og saaledes uden Betydning. Dette er imidlertid ingen virkelig 
Vanskelighed, thi man kan uden synderligt Besvaer omdanne Deter- 
minanterne, saa at de i Stedet for Summer af de positive Potenser af 
Rodderne indeholder negative Potenser og bliver konvergente for hele 
Funktioner af en given endelig Rang. Vanskelighederne ligger paa 
andre Steder. Den komplicerede Form af de Udtryk, man betragter, 
er saa stor, at det aillerede er haablost ad denne Vej at ville forsoge 
paa i Praksis at besterame Karakteren af Rodderne i en given rational 
Funktion. Saa meget mere gselder dette for de transcendente Funk¬ 
tioner. Det er derfor andre og mere specielle Methoder, som jeg til 
en Begyndelse har kastet mig over. 

Naar en hel Funktion af x, 

F{x) = ao + aiX + a^x^ - 

har alle sine Koefiicienter reelle, og altsaa er, hvad jeg for Kortheds 
Skyld kalder for en »reel« Funktion, har Funktionen som bekendt de 
imaginaere^) Rodder parvis konjugerede. Besidder en saadan Funk¬ 
tion netop X Par imaginaere Rodder, hvor x kan vaere Nul, hel positiv 
eller uendelig, siger jeg for Kortheds Skyld, at Funktionens >Type« 
er T. Saaledes er f. Eks. (i -f x^, af Typen t = o, medens 

(t -|- er af Typen x — n. 

Der er en bekendt Saetning af Cauchy, som spiller en stor Rolle i 
mine Undersogelser, og som i specialiseret Form kain udtales paa fol- 
gende Maade: Naar den reelle hele Funktion F{^x, t) afhaenger af en reel 
Parameter t, der er bunden til en kontinuert eller diskret Vaerdiraekke, 
for lim^ = ^o °S for endelige Vaerdier af \x\ ligeligt konvergerer 
imod den hele Funktion F{Xy 4), vil Rodderne i F{x^ i) konvergere 
imod Rodderne i F{x, Under den Forudsaetning, at Typen af 
F[x, /) har en endelig hojere Graense, naar t naermer sig /q. ser man 
uden Vanskelighed, at Typen af F[x, maa vaere ^ Typen af F[x, /}, 
thi de imaginaere Rodder kan konvergere imod reelle Grsnsevaerdier, 
men ikke omvendt. 

Vi skal nu se nogle Anvendelser af Rolle’s Theorem og Udvidelser 
deraf, som er af Vigtighed. 


') Jeg bruger stedse Betegnelsen »iinagin!ere Raddert om de, der er komplekse, men 
ikke reelle. Den uprsecise Betegnelse »komplekse Koddere ser man ofte anvendt 
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Lad 

/ W = «0 + «1 H-H 

vaere cn hel rational Funktion af Grad, reel og af Typen r. Den 
bar da m — 2t reelle R0dder, og if0lge Rollers Saetning, vil f (x) have 
et ulige Antal reelle Rodder imellem hver to paa hinanden folgende 
i /(;r), hvorved der paa bekendt Maade maa tages Hensyn til mulige 
flerdobbelte Rodder. /'(^) bar altsaa m — 2x — i •+■ 2 k^ reelle Rodder, 
hvor cr Nul eller et belt positivt Tal. Betegnes Typen af f^{x) 
ved t', haves saaledes m — 2x — i + — i — 2 t' eller t — t' = 

Anstiller man samme Betragtning for /'(^),/" (^), • • • er med 

let forstaaelige Betegnelser r — = t = + yfea -]-[- 

Hvis man udtrykte sig saaledes: Rollers Saetning viser, at f{x) 
normalt bar een reel Rod, beliggende i hvert Rodinterval af /'(^), og 
desuden i det Hele 2 k^ »andre« reelle Rodder, kunde man udtrykke 
det nys beviste saaledes: Typen af f{x) er lig med det halve Antal 
af »andre« reelle Rodder Det er indlysende, 

a-t Typen af en hel rational Funktion ikke kan vokse ved Differen¬ 
tiation, hvilket iovrigt er vel bekendt. 

Lad atter vaere en reel, hel, rational eller transcendent Fiink- 
tion, af hvilken vi danner en hel, rational paa folgende Maade. Vi 
lader Symbolet F{D\ hvor D betegner Differentiationssymbolet med 
Hensyn til x, operere paa hvor / er et belt positivt Tal. Vi faar 
derved med den sasdvanlige Betegnelse for Binomialkoefficienter 

F[DyxP = F{o)xP + F'{o)xP-^ + • • • -\-F^p->[o)=Fp{x), 

som er h0jst af Grad. Da 

F'p{x)=pFj^^{x), 

kan Typen af Fp[x) aldrig aftage med voksende p. Lad os betragte 
Funktionen 



som ajensynlig er af n0jagtig samme Type som Fp{!i\. Man ser nu 
naeget let, at Funktionen (i), for \x\ endelig, konvergerer ligeligt imod 
F{pc) for p voksende i det uendelige. Beviset er saa simpelt ved 
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Hjaelp af de bekendte Cauchy-Weierstrass’ske Uligheder for Koefficien- 
teme i en Potensraekke, at jeg her kan forbigaa det. 

Hvis vi kan vise, at Typen af Fp[x) for alle har en endelig 
hojere Grsense y, vil derfor Typen af F{x) vaere < y- Dette Princip 
finder mange Anvendelser i mine Undersogelser; nogle vigtige Eks- 
empler herpaa skal vi se i det falgende. 

I Waring-’s Meditationes algebraicae Andes Beviset for en Saetning, 
som kan udtrykkes paa folgende Maade. 

Naar /{x) er en hel, rational Funktion, reel og af Typen t, samt 
a er en reel Konstant, vil 

(2) a/{x) +f{x) = {a-{- D) -/{x) 

hojst vaere af Typen x. Man beviser dette ganske simpelt ved at 
anvende Rolle’s Theorem paa e^f{x), idet 

D{e<^f{x)) = e^{af{.x) 

Gentagor vi Operationen (a + Z>) n Gange med forskellige eller 
lige store a, har vi hermed bevist en Saetning af Ponlain, som kan 
udtrykkes saaledes: 

Naar ^ix) or en hel rational Funktion, reel og af Tjrpen o, og 
f{x) er af Typen t, vil 

( 3 ) S (^) -m - (o)/W + jf- f (^) + • • • • + w 

hojst vsere af Typen x. Dette er i0vrigt vel bekendt. Men lad os 
nu i (2) erstatte f{x) med hvor b er en reel Konstant. Vi 

finder, at . . sx 

[a + D)-i”‘f{x) - {{a + +/ {x)) 

hojst er af Typen t, og f0lgelig er Poulain’s Theorem udvidet til at 
gaelde, naar f{x) erstattes med 

Lad nu F{x] vaere en reel hel, transcendent Funktion af o** eller 
i'** Rang og af den endelige Type t. Lad 

I YBssl 

Som ikke maa forveksles med Betegnelsen S. 54 * 
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hvor ^*n* er den ydre eksponentielle Faktori), ch, betegner Rodderne 
i OS « er saa stor, at alle de imaginsere R0dder er medtagne i 

det kanoniske Produkt. Da gaelder, som vi lige bar vist, Poulain’s 
Theorem for Funktionen F„, og da ifolge Weierstrass Produktet kon- 
vergerer ligeligt imod F{x) for « = oo, for ethvert endeligt \x\, er 
hermed Poulati^s Theoxetn udvidet til at gcilde, naay exstattes 
med en Funktion of o*“ eller Rang og af Typm t. 

En endnu almindeligere Saetning er folgende: 

Naar g[x) er hel rational af Grad og afTypen 0, medens F{x) 
er hel transcendent af eller 2$- + i'*® Rang og af Typen t, nil 
g{f)yF{f) hojst veere af Typen t + qn. 

Andre Generalisationer af Poulain’s Theorem, som gaar ud paa 
Udvidelse af g (x), maa jeg her forbigaa. Der er dog et specielt Til- 
faelde som fordrer saerlig Omtale. 

Lad os i (3) t3gtf(x) = xP. Da folger, at g{D)-xP er afTypen o. 
Vi kan heri erstatte g{x) med e°=g{x), hvor c er reel; thi Anvendelse 
af Operatoren paa den hele, rationale Funktion g{I>)’xP forer*) 
if0lge Taylor’s Formel til g{D)-{x + c)p: Og ved at raesonnere som 
ovenfor, har vi folgende Saetning: 

Naar G{x) er en reel hel Funktion af o*® eller i"*® Rang og af 
Typen o, vil 6;(Z?)-arP vaere af Typen o. 

Denne Saetning var Laguerre bekendt i et specielt Tilfaelde. Jeg 
skal imidlertid nu vise, at Saetningen gaelder for Funktioner af vil- 
kaarlig endelig Type. 

Lad 

f{x) = a^ + a^x-^ - \-amX'^ 

vaere reel og afTypen t, og lad q vaere et belt positivt Tal ^ m, da er 
= a^ofl + a^x^-^ -)--j- 

ligeledes nojagtig af Typen t. Differentierer jeg den sidste Funktion 
q—p Gange med Hensyn til ;p, idet p er hel positiv og <q, er 
if0lge Rollers Theorem 

n 

Naar F er af isic Rang, er 'c^ konstant, men naar F er af ote Rang, er 

^ Jeg forudsBetter, at man kender de simpleste Regler for eksakt Regning med distri¬ 
butive Operationer. 
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- )=- 


\P 




drP-a+ ... U^(p,(^) 


hojst af Typen x. Nu er ojensynlig 
litn ?P <p, = «o + / (/ — 1) "2 -- /(■^)• 

11=00 ' <1 / 


hojst af Typen t. 

Ved at raesonnere sotn ovenfor, udvides dette til at gaelde for en 
hel transcendent Funktion F{x) af o“> eller i»‘® Rang og af Typen t, 
og kombinerer jeg dette med det tidligere beviste Princip, bar jeg 
hermed fundet folgende fundamentale Saetning: 

Naar er en reel hel transce}ident Funktion af xF eller 1“*® Rang 
af den endelige Type t, vil den hele rationale Funktion F[P)-x^ hejst 
vare af Typen x, og er omvendt den sidste for ethvert p hojst af 
Typen t, vil F{x) hojst veere af Typen t. For et vist p og alle 
sterre er Typen af F{D)'ifi netop lig med Typen af F[p^). 

Denne Saetning, som i Parentes bemaerket, ikke gaelder for hele 
Funktioner af 2<'™ og hajere Rang, spiller en stor Rolle i mine 
Undersagelser. 

Et Eksempel fra mine senere Undersagelser vil vise, hvilken Nytte 
man kan drage deraf. E. Malo^) har ved en forenet Anvendelse af 
Descartes’ og Sturm's Saetninger bevist den meget smukke Saetning, 
at naar de hele reelle Funktioner 

f[x) = ^0 + -!■ 

og g{x) — b^x - hbnX", 

begge har lutter reelle Rodder, og den sidstes Koefficienter alle er 
positive, saa vil 

+ a^b^x'^ - 1 - a^b.^x'^ ■] - 


ligeledes have alle sine Rodder reelle. 

Lad F{x) og G(x) vaere reelle hele transcendente Funktioner af 
eller 1“'” Rang og af Typen o, og lad G [x) have lutter positive Koeffi- 
cienter, da er F[D)-x‘’ og G{D)-x^' hele rationale Funktioner, hvorpaa 
jeg kan anvende Malo’s Theorem. Jeg faar altsaa, at 


V 

^/7W(0)g(v)(0) 

VersO 


2 

1 


') Journal de Mathematiques speciales, 4® serie t. IV, 1895. 
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cr af Typen o. Ssetter vi heri ~ for x og multiplicerer med ’ 
faar vi ^' 


p 



Lader vi p vokse i det uendelige, konvergerer dette ligeligt imod 


00 


2’ 

v=Q 


FW(o) g M(o) 
2 1 '^ 


li*. 


Hemied er Maids Ststning udvidet til hele transcendente Funh- 
iioner af Rangen o eller i. En direkte Anvendelse af Male’s Methode 
vilde i dette Tilfaelde have vairet umulig. 

En af de vigtigste Anvendelser, man kan gore af Saetningen, hen* 
horer til den sidste Del af mine Undersogelser, og skont jeg ikke her 
uden indgaaende Referat af de mellemliggende Undersogelser kan 
meddele Slutresultaterne i forstaaelig Form, kan jeg gore en Antydning. 
Den sidste i Raekken af mine 5 forhen omtalte Afhandlinger vil 
komme til at beskaeftige sig med en Klasse af hele, transcendente 
Funktioner af Rang 

(4) F{x)^ j W (a) cos cixda, 

J 0 

hvor den reelle Funktion W (a) kan differentieres et ubegraenset Antal 
Gange og aftager saaledes med voksende a, at man har 

lim ^M(a) cos a;r = o, v = o, i, 2,- 

ClssOQ 

naar x ligger i en endelig Afstand fra Nulpunktet i den komplekse 
Talplan. Denne Klasse af Funktioner har en saerlig Vigtighed, fordi 
den Riemann*ske ^-Funktion 


indgaar som specielt Tilfaslde heri. Man har nemlig 


hvor 


^ (^) = < 3 ) (a) cos axda, 
J 0 
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<E) (a) =: ^ ^8jt^ e ® “v^ — 12 nf e . 

v=^l 

Jeg stiller mig nu den Opgave at unders0ge i Almindelighed, 
hvilke Betlngelser W (a) maa opfylde for, at (4) skal vaere af Typen o. 
Anvendes vor fundamentale Sastning paa (4), ser vi straks, at F{x) 
da og kun da er af Typen o, mar den hele rationale Funktion af 

Grad, 

. CO ^ ' . 

F{D)-x‘‘ ■- 

v-0 ” ' 

r 

— i (a) {{X H- adf + {X — a/>') da 

J 0 

ligeledes er af Typen o for ethvert p. Det lykkes mig at opstille 
nodvendige Betingelser lierfor; disse leder ved Anvendelse af Resul- 
tater af andre af mine Undersegelser til tilstraskkelige, men ikkc 
nodvendige Betingelser, og disse omfatter hcldigvis ]C-Funktionen. 
Selve Verifikationen af Betingelserne fordrcr imidlcrtid paa Grund af 
den komplicerede Form for (a) et meget betydeligt Regncarbejde. 
Ved ovenstaaende bar jeg reduceret det Riemann’skc Problem fra at 
vaere et transcendent til at vaere et algebraisk. 

Inden jeg gaar videre til Beviset for en Saetning, som vil blive 
publiceret i min Afhandling Nr. 2, maa jeg meddele nogle yderligerc 
Resultater af min forste Afhandling. Jeg indskraenker mig ikke til at 
bestemme Typen af de Klasser af Funktioner, jeg behandler, men jeg 
finder ogsaa Graenser for de imaginaere Rodder. Gauss har bevist 
falgende Saetning: Naar f^e£) er en hel rational Funktion med kom- 
plekse Koefficienter, og vi i den komplekse .r-PIan afsaetter alle 
Rodder i f(pc\ vil Rodderne i /' (:»r) ikke falde udenfor den mindste 
konvekse Polygon, som omslutter de forstnaevnte Rodder'). Beviset 
fores meget let ved Hjaelp af den logarithmlske Deriverede og ved at 
bemaerke, at ingen Rod i f {x) kan ligge paa den ene Side af en ret 
Linie, naar Rodderne i f{x) alle ligger paa den anden Side af Linien 
eller paa denne. 


') Denne Ssetning synes liilet bekendt. Den or ojidaget paa ny et ikke ringc Antal 
Gange af forskelligc Mathematikere. 
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For en hel, Funktion F[x) af eller Rang kan man finde 
en mere praecis Saetning. Vi danner en Figur, som bestaar af den 
reelle Akse og af de Cirkler, hvis Diametre ender i hvert sit Par af 
de konjugerede imaginaere Rodder. Jeg beviser da, at intet Rodpunkt 
af F*{x) kan falde udenfor Figuren, og det samme gaelder aF[x)+F\x\ 
hvor a er reel. Samme Scetning gcelder for g{D)-F{x), hvor g{pi) er 
reel hel, rational, afn^^ Grad og af Typen o; kun skal Cirklerne erstaties 
med Ellipser, hvis smaa Akser ender i hvert sit Par af de konjugerede 
Redder af F{x), medens de store Akser er Gauge saa store. 

Er Rodderne i F{x) alle begraensede til Strimlen — < 31 (r)<n, 

vil Roddeme \ gifiyF^od^ have samme Begraensning, o. s. v. 

Jeg maa endnu naevne en Saetning, som omfatter en stor Del af 
de hidtil i Litteraturen behandlede transcendente Ligninger som 
specielle Tilfaelde. 

Er 

F{x)z=L a^xa^x^ .... 

reel af eller Rang og af Typen t, H{pdj reel af eller i®‘® Rang, 
af Typen o og med h positive Redder, samt K[x) reel af o*® Rang, af 
Typen o og med alle Redder negative, vil 


a,H{o) + a, ® ^ 


+ ^3 Pv;: 


m 


K{o)K[i)Ki2) 


X-' 


kejst vare af Typen z h. 

Lagturre paastaar at have bevist en Saetning i), der fremgaar som 
et meget specielt Tilfaelde heraf, nemlig det hvor F[p^) er rational 
(og altsaa af endelig Grad), t = o, A = o, medens dog K (x) kan vaere 
af i‘*“ Rang. Den sidste Betingelse er imidlertid urigtig. Da Lagtierre 
ikke har gennemfart sit Bevis, kan man ikke se, hvor Fejlen ligger. 


Den Saetning, jeg nu skal bevise, er af en ganske anden Karakter 
end de hidtil omtalte. 

Lad i'(a() vaere en helFunktion af den komplekse variable x-\-iy. 
Den antages at vmre reel og af o** eller Rang og af Typen o. Man 
har altsaa det endelige eller ogsaa absolut konvergente Produkt 


>) Acta Mathematica, B. IV, 1884 og Journal de MatWmatiques cures et appliquees 
3. Rsekke, B. IX, 1883; Oeuvres, I, S. 202 og 35, 
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la) 


hvor Konstanterne og samt R 0 dderne a alle er reelle. Danner 
jeg nu Kvadratet paa den absolute Vserdi af bar jeg ojensynligt 

^-a*—“ 

=<^*)‘('+S)'ri('+(i-W)- 


Udvikles dette efter Potenser z{ faar vi saaledes 

\Fz\^^Ao + Aj'^ + .» 

hvor Koefficienterne er positive F'unktioner af x for enhver reel Voerdi 
af X, som er forskellig fra en Rod a. Ved Taylors Rcekke og if 0 lge 
Leibniz’ Formel for Differentiation af et Produkt, ser man, at 


I 2v = (— i)^i?prl() (F (:v + p) Z' — P)) 









Det er altsaa en iiBdvendig Betingelse for, at F{£) skal va;re af 
Typen o, at alle disse Funktioner for v = i, 2, 3, • • ■ • skal vsere posi¬ 
tive eller Null), naar jr er reel, Omvendt er det indlysende, at disse 
Betingelser tillige maa vaere tilstrcekkelige, thi hvis de alle er opfyldt, 
er for x konstant ingensinde aftagende med voksende j)'*, og for 

y- 0 ,tr lFk|s = (F;v)s. Naar4=0, maa og for/'>-) .-0, 

kan heller ikke \Fs[^ = o for noget y o. Var det Tilfcldet maatte 
\Fe\^ konstant vaere Nul, men dette er umuligt, naar F{s) ikke netop 
reducerer sig til Nul. 

Disse nodvendige og tilstraekkelige Betingelser, som er fundet paa 
en saa overordentlig simpel Maade, er imidlertid ofte' vanskelige at 
anvende i Praksis paa en forelagt Funktion. 


') Tilfffildet V = I giver os den nodvendige Betingelse (/■’' ar)* — J’Xx) !•'" (x) > o, som 
er fundet af Laguerre. Naar man vil vtcre absolut Irorrckt, maa man dog til 
Ulighedstegnet foje et I,ighedstegn. Naur Idghcdstegnet ikke kan indtrasde, og /!'(«) 
bar alle Redder reelle, er der ingen lige Redder. Jeg kan ikke her gaa i yder 
ligere Detailler. 
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Hvis vi differentierer \Fb\^ med Hensyn til y, finder vi 

— I |2 = 2 A 2 y + +- 

Heraf udledes f0lgende. 

Naar F{b) er af eller i®*® Rang, reel og af Typen o, maa 


( 5 ) 


A I Fe \^= 2 m^(iF{s)F'{})^=^{\Fe + tF's\^-\Fz-iF'^^^^ > o, 

for > 0; (for y C^o skal Ulighedstegnet blot vendes om paa Grund 
af Symmetrien med Hensyn til den reelle Akse). Denne nodvendige 
Betingelse er imidlertid ogsaa tilstraekkelig, selv om erstattes med 
Af Uligheden folger nemlig, at \Fz\^^ hvori x betragtes som konstant^ 
•maa vokse med y positiv eller vaere konstant, og da denne Funktion 
er lig med {Fx^ ^ o for j/ = o, kan \Fz\^ kun blive Nul for et y > o, 
naar \Fz\^ er konstant og lig o. 

Altsaa er folgende Saetning bevist: 

Den nedvendige og tihtrcekkelige Betingelse for, at F{f) er af 
Typen o, er at Uligheden (5) er opfyldt i den Halvplan, som ligger 
over den reelle Aksei ja det er endog e7i tilstrcekkelig Betingelse, 
naar >> erstattes 7 ned ^ i). 

Med andre Ord: naar man i den everste Halvplan kan finde en 

V(srdi af z, for hvilken ^ er 7 tegativ, maa F{f) have vnagmare 

Redder; kan man ikke det, er alle Redder reelle, 

Af Raekkeudviklingen for ^ bar vi hidtil kun benyttet den 

Egenskab, at den for positive y ikke liar en negativ Sum. Vil man 
g0re den n0dvendige Betingelse saa snaever som muligt, kan man op- 
naa dette ved at betragte eet eller flere Led af Raekkeudviklingen. 
Man finder saaledes som nodvendig Betingelse: 

^ ^ I r ^ 4 [{F’xf — Fix') F" (;c)) ^ 0 
1 hele Planen, o. s. v., o. s. v. 


Det er naturligvis kun tilsyneladende, at den tilstrsekkelige Betingelse i sin Form 
er mere omfaltende end den nodvendige. For Anvendelserne er dette en Fordel. 
I det folgende gor jeg Forskellen mellem den nodvendige og tilstrsekkelige Betin- 
gelse endnu storre. 



TRYKFEJL 


Side 62; Konnlen ncderst skal heckle: 

I i* ' 2 - F .V) F’ f.r,) 2* o 

Side 63; sidste Linie i Korinel (6) skal hedde: 

• 24 . 2 ((/'•'.r.s - A’(.c, F'ly^] ■' o 
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Ved at stille mine Betragtninger lidt mere almindeligt kan jeg for- 
0vrigt bevise folgende mere omfattende Saetning: 

Hvis 

5^ 1 |» eller | Fz + iF’z — \Fz — iF'z p 

oj/ ' ' 

er positiv overalt i den everste Halvplaji, med Undtagelse af en vts 
etidelig Del deraf^ saa har den reelle Fwiktion af eller Rang, 
sin Type endelig, 

Man kan give disse Saetninger mange andre Former, soni jeg ikke 
her kan komme ind paa, og hvorom jeg maa henvise til mine udf0r- 
lige Unders0gelser. Kun folgende skal omtales. 

Betragter jeg Raekkeudviklingen 

I 1“ = + 4 • 2Af + • • •. 


ser jeg straks, at 


( 6 ) 


A“. \Fz\^ = 2 \ F'z P — 291 [F{.z) F" (z)) 

^ = 2 \F'z\^ - i \Fz + r'z]^ + ^\Fz - F''z\^ 

^ 2 ^ = 4 - Fix) F" ix)) ^ 0 


er en nedvefidig Betingelse for, at alle Rodder 
overalt 


( 7 ) 


bp 


Fz'^ 0 


skal vcere reelle. 


Er 


maa omvendt F{f\ veere af Typen o. 

|i^«p er nemlig da en konveks Funktion zd y, som paa Grund af 
Symmetrien med Hensyn til den reelle Akse kun kan have et Mini¬ 
mum for y = o. 

Ligesom ovenfor har man ogsaa her den udvidede Saetning; 

Naar Uligheden ( 7 ) er opfyldt tidenfor en vis endelig Del af 
z-Planen, er F(z) af endelig Type. 

Det er ganske interessant at anvende disse Saetninger paa de hidtil 
i Litteraturen behandlede transcendente Ligninger. Eksempler kan 
tages hos Fourier, Poisson, Cauchy, Hurwitz m. fl. og vil give et 
Begreb om, hvor let disse nye Kriterier kan anvendes paa simplere 
Tilfaelde. For lige at naevne et Eksempel (efter Cauchy) betragter vi 
den bekendte Ligning sin ar — ar cos ^ = o. Saettes venstre Side heraf 
lig F^z), har man 
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{f{z) F''{z)) = \ssm0\^- ai(sin^ - ^cos^) (sin J+ cos^^) 
= I« sin i: P — I sin £ I* + I a cos ^ p 

= (jp*ch>—sin%)+(ych^—sh^)+(;i;S4-y) 

hvor alle Parenteser er ^ o. Altsaa er alle Rodder reelle. 

For Funktioner af hojere Rang end den i"*' gaelder tilsvarende, 
men noget mere komplicerede Kriterier. 

Lad F{z) vaere reel og af 2/‘« eller 2/> + Rang, da er, idet vi 
for Simpelheds Skyld antager, at der ingen Rodder Nul Andes, 

hvor 

£'{g) =: Cq + • • . . 4 - C^pj^i 

bar alle Koefficienterne reelle, og det endelige eller absolut konver- 
gente Produkt udstraekkes til alle R 0 dder a. 

Hvis F{z) er af Rangen 2/, skal tsp+i =-L- — f’erne 

bestemmes som bekendt let ved Differentiation af log F(z) 

nedvendige Betingelse for, at alle Rodder er reelle, er at man 
t Jrlalvplanen y>o stedse har 

\z-^Fz + iF'zf - \z^PFz - iF’zf > \Fz\<‘ ( \z’^p + ig'g\^ _ |^p _ 

og den tilstrakkelige Betingelse er af samme Form, idet man dog kan 
erstatte > med 

Beviset for denne Saetning, som for / = o reducerer sig til en 
ovenfor angivet, kan jeg ikke her komme ind paa. 


Til Slutning maa jeg have Lov til at gore Brug af en maaske lidt 
hasarderet, men anskuelig Betragtning. Lad F[z) v*re en analytisk 
Funktion af z-x-\-iy, regular indenfor et vist Omraade af ^-Planen. 
Jeg tanker mig denne vandret og oprejser i hvert af dens Punkter en 
lodret Koordin^ ^ = Herved ftemkommer der en Flade med 

de retvinklede Koordinater om hvilken jeg har bevist folgendei) 




Nyt Tldsskrift f. Matematik, Bd. XXI, 
tisk Funktion (Resumd af et Foredrag i 


1910. Om den absolute Vserdi af en analy- 
Matematisk Forening d. 19. Marts 1908). 
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Betegnes ved cp Toplansvinklen imellem (-v, r) Planen og Tangentplanen 
i Punktet {x^ y, 'Q, er 

tg2(p = 4|ir(^)/r'(^)|2. 

Tangentplanen er kun vandret i de af Fladens Punkter, hvis Projek- 
tioner falder i Nulpunkterne af F(s) eller af F'{z). I de forste falder 
Tangentplanen sammen med ^r-Planen, i de af de sidste, som ikke 
tillige er Nulpunkter i F(j 3 ), er Tangentplanen en Vendetangentplan. 

Man kunde kalde en saadan Flade et »analytisk Landskab«. Taenkte 
man sig, at det regnede i dette Landskab, vilde Regnen sarnie sig i 
de laveste Punkter og danne smaa S 0 er omkring Nulpunkterne af F{j 5 ). 
For en reel Funktion af o*® eller Rang og af Typen o vilde det 
»analytiske Landskab« have en Dalsaenkning med smaa Soer langs 
den reelle Akse. 


5 



NYE UNDERS0GELSER OVER GEOMETRIENS 

GRUNDLAG. 

AF 

J. HJELMSLEV. 


V ED Kongressen i Stockholm for 2 Aar siden havde jeg Lejlighed 
til at fremsaette nogle af de vigtigste Resultater af de nyere 
Undersogelser over Geometriens Principper. Jeg skal nu i Dag have 
den JEr^ at supplere denne Meddelelse med nogle Resultater, som jeg 
er naaet til i Mellemtiden. 

Som bekendt kan man gennemfore den systematiske Begrundelse 
af Projektivgeometrien uden Anvendelse af Parallelaksiomet og uden 
Anvendelse af Kontinuitetsprincippet. Med Hensyn til Parallelaksiomet 
stiller Sagen sig saaledes, at man ubetinget kan undvsere det: der 
traeder intet nyt Postulat i Stedet. Med Hensyn til Kontinuitets¬ 
princippet er Forholdet imidlertid anderledes: Man maa i Stedet for 
Kontinuitetspostulatet indf0re Kongruensforudsaetninger. At dette 
alligevel betyder en vaesentlig Reduktion, fremgaar deraf, at det nye 
Postulatsystem omfatter Anvendelser, Geometrier, der ikke tilfredsstiller 
Kontinuitetspostulatet, de saakaldte Ikke-Arkimediske Geometrier, 
ssaaledes at det nye System faar en vaesentlig storre Raekkevidde. 
Vcd denne Fremstilling af Projektivgeometrien har man altsaa 2 Grupper 
af Postulater: de rent projektive Forudsaetninger for det 3-dimensionale 
Rum, og Kongruensforudsaetninger. 

Med Hensyn til de sidste har F. Schur i 1902 indskraenket dem 
til Anvendelse i en enkelt Plan, hvorimod de projektive Postulater 
stadig omfattede hele Rumraet. Det System, man derved var naaet 
til, kan betegnes som det Pasch-Schur'ske System, idet nemlig Pasch 
har iEren af at have givet Midlerne til at undgaia Parallelaksiomet, 

5 * 
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medens Schur har vist, at man kan undgaa Kontinuitetspostulatet ved 
Indf0relse af Kongruensforudsaetninger. 

I 1907 lykkedes det mig at vise, at man kati undvaere enhver 
Forudssetning om, at Rummet er tredimensionalt, saa at man herefter 
ved Siden af den Pasch-Schur"ske Begrundelse af Projektivgeometrien 
ogsaa har en Begrundelse i Planen alene. 

Nu mener Schur imidlertid at have lagt Maerke til en vaesentlig 
Forskel i de 2 Systemer med Hensyn til Kongruensforudsaetningerne, 
og han fremhaever denne Forskel temmelig staerkt i sin nye Bog: 
Grundlagen der Geometric, hvor begge Systemer er udf0rligt be- 
handlede. Schur har nemlig der formuleret sine Kongruensforud¬ 
saetninger saaledes, at 6 t af dem,' Postulatet om Liniestykkets Om- 
vending {AB = BA) ikke spiller nogen- Rolle ved Beviset for 
Projektivgeometriens Fundamentalsaetning, medens dette Postulat paa 
den anden Side synes at vaere en nodvendig Forudsaetning i det plane 
System. 

Sammenhaengen hermed er nu i Virkeligheden folgende: Det er 
rigtigt, at det omtalte Postulat om Liniestykkets Omvending finder 
direkte Anvendelse i den plane Fremstilling, men ikke i den rumlige. 
Men Brugen af Postulatet er speciel, idet det kun benyttes i saadanne 
specielle Tilfaelde, hvor Liniestykkets Endepunkter paa Forhaand vides 
at vaere afledede af hinanden ved en Raekke Spejlinger. Med andre 
Ord: Postulatet behover kun at tages i en staerkt begraenset Form: 
Naar de to Sider i en Trekani liver for sig kan vendes om, goelder 
det samme om de 7 i tredje Side, 

Men i denne specielle Form viser Postulatet sig ikke laengere uaf- 
haengigt af det Pasch-SckuPske System, idet det kan bevises ved 
Hjaelp af de 0vrige Forudsaetninger. 

Jeg skal nu imidlertid meddele en meget vaesentlig yderligere 
Reduktion af det plane System (og dermed af det almindelige Grund- 
lag). Systemet, som det hidtil forelaa, omfattede dels projektive 
Postulater (den rette Linies Bestemmelse ved 2 Punkter, Ordning af 
Punkter paa en ret Linie, Planens Deling i adskilte Dele ved rette 
Linier) og dels Kongruensforudsaetninger. De Reduktioner, som jeg 
har opnaaet, er nu folgende: 

1) Postulaterne om Ordningen af Punkter paa en ret Linie og om 
Planens Deling ved rette Linier kan udelades. 

2) Fordringen om, at et vilkaarligt Punkt (Linie) ved Flytning kan 
fores over i ethvert andet Punkt (Linie) kan ogsaa stryges. 
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3) Omvendingspostulaterne (for Liniestykke og Vinkel) kan redu- 
ceres betydeligt. 

Det System, man beholder tilbage, ser saaledes ud. 

il 2 forskellige Punkter bestemmer 6n og kun 6n ret Lmie. 

2 Der gives foruden Identiteten 6 n og kun en Flytning som lader 
en ret Linies Punkter, hvert for sig, blive liggende. Denne Hytnmg 
kaldes en Spejling med, Hensyn til Linien, 2 forskellige Limer, som 
har et Punkt faelles, kan ikke svare til samme Spejhng. 

3) Foruden Identiteten gives der 6 n og kun 
ret Unie i Linien selv, der lader et vilkaarhgt af Lmiens lunk 

^^4) Naar der eksisterer en Flytning af en ret Lime AB 1 Lmien 
selv! saaledes at A f0res over i 5 , da eksisterer der en Hytnmg, 

<?om ombvtter Punkterne A og B. 

0 Na^ 2 kongruente Punktrmkker • beliggende paa forskellige 

Linier har et Punkt faelles, som svarer til sig selv, da eksisterer er 
en Spejling, som forer Rmkkerne over i hinanden. 

Paa Grundlag af disse Postulater alene lykkes det nu a ev 
Fundamentalsaetningen i den projektive Geometri 

Beviserne eller Hjaelpemidlerne kan jeg ikke her komme p ^ 
Teg skal kun endnu give et Par orienterende Oplysninger Hensyn 
til det Fremskridt, som de nmvnte Reduktioner betegner. Det kan 
kort karakteriseres ved 2 vaesentlige Resultater: . . r 

For det forste har man frigjort sig ikke blot fra det almtndebge 
Kontmuitetspnneip. men tiUige fra enhver Fordring om 
Operationers Mulighed. I den gamle Kongruenstere laa implicit 
Fordringen om visse Kvadratrodders Eksistens. I den nye. saaledes 
som jeg forelaegger den i Dag, er vi ude over denne Fordring. Hvad 
jeg mener hermed vil trmde tydeligere frem, naar ]eg ^vner 
simpelt Eksempel: Den Geometri. som vi faar ved 1 den Cart^si^e 
Plan at tage alle Punkter med rationale Koordinater, “^dens all 
andre Punkter udelades, tilfredsstiller det nye System af lostulater, 
men ikke det leldre, idet enhver Linie ikke kan flyttes over 1 enhve 

'""'^Det^Tndet Fremskridt vi har naaet, er det, at Postulateme om 
Ordningen af den rette Linies Punkter og om ^ 

grafiske Postulater) ogsaa viser sig at vmre overflpdige. ^dbage ste 
af de rent projektive Fordringer kun den om den rette Limes Be- 
stemmelse ved 2 Punkter. Kan vi ogsaa frigpre os fra den? 
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Nej I Det ligger i selve Projektivgeometriens Natur, at den naevnte 
Grundsaetning maa blive staaende. Og om nogen logisk Afhaengighed 
mellem den naevnte Forudsaetning og de 0vrige 4 Postulater kan der 
ikke vaere Tale; til Bevis herfor beh0ver man kun at betragte den 
radial-projektive Geometri, som er behandlet udf0rligt i Study*s: 
Geometrie der Dynamen. I denne Geometri viser det sig nemlig, at 
den naevnte Forudsaetning om Liniens Bestemmelse ved 2 Punkter 
ikke gaetder, medens de 0vrige 4 Postulater alle er tilfredsstillede. 

Derimod kan man formulere et nyt Problem: det metriske Problem, 
som bestaar i at unders0ge alle de Geometrier, hvori de metriske 
Postulater gaelder, men hvor Postulatet om den rette Linies entydige 
Bestemmelse ikke n0dvendigvis gaelder. Med Formuleringen af dette 
Problem traeder Undersogelseme over Geometriens Grundlag ind i et 
belt nyt Spor, idet vi her staar over for et Unders0gelsesomraade 
med vidtgaaende Anvendelser. 



ET PROBLEM I ANALYSIS SITUS. 

AF 

POUL HEEGAARD. 



forelabig Meddelelse, der senere vil fremkomme i udvidet Form. 
De nsevnte Undersogelser vedrorer Knudeproblemet og dettes 


Sammenhjeng med gruppeteoretiske Sporgsmaal. 



OM ANDLIGT MANGTYDIGA INTEGRALER 
TILL ALGEBRAISKA DIFFERENTIAL- 
EKVATIONER AF FORSTA ORDNINGEN. 

A.V 

J. MALMQUIST. ' 


TNEN enklaste klassen af analytiska funktioner utgbres af de entydiga 
L) funktionerna och de darmed nara sammanhangande andhgt mang- 
tydiga funktionerna. De viktigaste hittills kanda funktionerna af denna 
klass satisfiera enkla algebraiska differentialekvationer. Det ar darfor 
naturligt att stalla sig problemet att undersSka egenskaperna hos de 

andligt mlngtydiga funktioner, som man Sfver J""" 

genom integration af algebraiska differentialekvationer. Man bar hittill. 

studerat problemet i foljande form: . , r j", 

jiit studera integralerna HU m algebraisk differentialekvation, da 

man antager att hvarje integral dr kogst m-vardtg. 

Detta problem har sarskildt behandlats af Painlevc under den forut- 
sattningen att differentialekvationen ar af forsta ordnmgen ). ^ e 

metoder, som ban framstallt for problemets Ibsning, ocb bvilka ga ut 
pa ett studium af den allmanna integralen som funktion af begynnelse- 
vardena, bafva emellertid endast tillampats pa speciella fall, och det 
forefaller som de ej skulle leda till problemets allmanna Ibsmng. En 
sldan losning erhSlles daremot genom en annan metod, som bar i 
kortbet skall framstallas. Den hvilar pa vissa satser af Boutronx 

Hnpremiercrdr^dontVuUisrale giniraU n'a ?»■«« noed>re fim 

i bok: U(om la foncHom dSfima par la f'"f 

premier orilre (Collection de monographies sur la theone des fonctions pu 
la direction de M. Einih 
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rorande integralernas tUlvaxt, siledes pi ett fordjupadt studium af 
integralerna som funktioner af den oberoende variabeln x Genom 
denna metod erhiller man dessutom losningen af ett allmannare pro- 
blem, namligen: 

Ait studera en parHkuIar integral till en algebraisk differential- 

ekvation af forsta ordningen, under fdrutsdttning att denna integral 
dr dndligt m&ngtydig. 

For att undvika komplikationer af mera formell natur inskranka vi 
OSS till att studera en differentialekvation af foljande form 

dar <*0, a^ - Up aro rationella funktioner af x. 

Vi ennra fdrst om en grundlaggande sats af Painlevd, namligen i) 
om man undantager vissa stallen I till andligt antal, bar en godtycklig 
integral till differentialekvationen (i) endast algebraiska singulariteter. 
Naturen af dessa singulariteter angifves narmare pi foljande satt: om 
X ar skild frin stallena ? och singular punkt for en viss gren y af en 

integral till ekvationen (i), kan i narheten af ^ framstallas genom en 
potenssene af formen 


y = (x — x) '’-^^((x-x)^). 

Vi uttala sedan Boutroux'% satser. Vi antaga att oo ar ett stalle 5, 
och VI angifva naturen af integralernas tillvaxt i narheten af detta stalle. 

koefficienterna i differentialekv^onen (i) kan man bilda tvenne tal 
T, T', af hvilka T< I, och ett tal h si att foljande satser galla*): 

I) Om h ar ett godtyckligt gifvet positift tal och om \x\ ar stdrre 
an ett visst tal, som beror af h och'af koefficienterna i differential¬ 
ekvationen, konvergerar den nyss namnda serien ffir 

\^—A<.h\x\. 


2 ) Om h^'k och ar storre an ett visst tal, som beror af h 
och af koefficienterna i ekvationen (i). och om den integral som for 

b.Vsi^r/'’ « nsd. 

Des^ satser te sig mera iskadligt, om man, sasom Boutroux gjort 
tager i betraktande en Riemann’sk yta hdrande till en gifven integral’ 
j ^hvarje singulart stalle .r tanker man sig pi en sidan yta en 


Se Legons de Stockholm^ sid, 23. 

Se Boutroux's i noten a fSreglende sida citerade bok, sid. 47-53, 



OM \NDLIGT wANGTYinCiA INTIiGRALER 


75 


cirkel tned en radie af storleken h\x'^, hvarvid Af satsen i) 

fdljer att de cirklar, som svara mot tillrackligt stora |a'|, ej hafva 
nagon punkt gemensam. Af satsen 2) fdljer att olikheten lj>'| ^ 
galler utanfdr dessa cirklar, om |a-| ar tillrackligt stor. 


Vi anvanda forst Boutroux's andra sats for att studera en entydig 
integral till en differentialekvation (i), for hvilken / > 2. En sidan 
integral f(x) kan ej ha andra singulara stallen an stallena ty om x 
vore ett frin dessa stallen skildt singulart stalle, skulle f{x) ej vara en¬ 
tydig i narheten af x. Eftersom t < i, fdljer haraf, att den potensserie 
af X — x^ som tillhdr f{x) ar konvergent for \x —x^\<.h\xQ\^, om 
I I ar tillrackligt stor. Alltsa kan Boutroux's andra sats tillkmpas, 
och man finner att olikheten 

\f{x)\£ \ x\^' 

galler for alia x utanfdr en viss cirkel. StSllet 00 ar saledes hdgst 
en pol for f{x). Detsamma galler om hvarje stalle Alltsa maste 
f[x) vara en rationell funktion, och vi erhalla saledes fdljande sats: 

Om diffcrentialekvationen {i) ej Hr enRiccatisk differentialekvation, 
mhste hvarje entydig integral vara en rationell funktion. 

Vi antaga nu att det finns en mangtydig integral f[x\ som ar and- 
ligt mangtydig; man kan da bevisa fdljande sats: 

Om differejitialekvationen (i) <7 kan transformeras till efi Riccatisk 
ekvation 
(2) 


genom en transformation af forme 7 i 


(3) 


- yi +■". . . . -i- p,,’ 


hvarvid koefficicntema a, b, c, ct,, pv Hro rationella funktioner af x, 
maste f{x) vara cn algebraisk funktion. 

Denna sats blir bevisad, om vi, utan att gdra nagon fdrutsattning 
om formen af differentialekvationen (i), utga frSn antagandet att f[f) 
ar transcendent och daraf harleda, att ekvationen (i) maste kunna trans¬ 
formeras till en ekvation (2) genom en transformation (3), hvarvid 
koefhcienterna aro rationella funktioner af x. 

1 anker man sig att gradtalet p ar stdrre an 2, maste /’(*), utom 
stallena 5, hafva oandligt manga singulara stallen, som alia aro alge- 
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braiska fdr^eningspunkter; ty om /(a;) endast hade ett andligt antal 
smgulara stallen, skulle man, pa samma satt som i det fall da /M 
var entydig kunna visa. att/(^) endast hade algebraiska singulariteter. 
varaf skulle folja att /(x) vore en algebraisk funktion. Det ar for 
bevisets skull af vikt att af minsta mojliga antal grenar af /(x) bilda 
symmetnska kombinationer, som aro entydiga i narheten af de fran £ 
skilda sin^lara stallena till /(^). For att Istadkomma detta valja vi 
^0 skild fran de singulara stallena till /(;r) och taga i betraktande de 
potenssener af j;—som tillhora/(^r). De kunna fordelas i grupper, 
som innehilla samma antal k serier, si att fdljande villkor Iro upp- 
fyllda: man kan komma frin ett element till ett annat i samma grupp 
genom analytisk fortsattning langs en sluten vag, som genom konti- 
nuerhg deformation kan dragas tillsamman till en punkt utan att passera 
ofver nigot sSlle daremot kan man pi detta satt ej komma frIn 
ett element till ett annat, som tillhor en annan grupp, eller med andra 
ord. den slutna vag som man miste Tdlja for att komma till sistnamnda 
tillsamman till en punkt utan att passera nigot 
stalle £. Man anvander den terminologien att elementen i en grupp 
permuteras kring de frin ? skilda singulariteterna och att /(s) antar « 
varden kring dessa singulariteter. 

Vi taga 1 betraktande elementen i en grupp och bilda de elementar- 
symmetnska funktionema af dessa element. Man erhiller pa detta satt 
e ement af funktioner /i(jr), • • • som utom stallena ^ ej hafva andra 

singulara stallen an poler. Om .star en frin stallena ^ skild pol for /y(x), ar 

vidare ordningstalet hogst lika med , ty den integral, som blir oo for 


blir 00 af ordningen Om v</_i ar ordningstalet 

Jika med noil, hvaraf fdljer: funktionema [x), .... /p_^ [x) 

hafva inga andra singulara stallen an stallena 

Genom Boutrouits satser kan man stndera de sistnimnda funktio- 

oSr/ 5 . On. CO a, ett ttaile 5 . linnet man att 

olikheter af formen 


l/vW|<G|a;|'^'(v= I, ..../_2) 

iniste galla for tillrackligt stora x Nu ar/,(;r) andligt mingtydig, 
a sa ar 00 pa sin hojd en algebraisk singularitet fbr fy{x\ Det- 
samma galler om hvarje stalle AlltsI miste funkHonema (x), 
/p-2 \x) vara algebraiska funktioner. 
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For att studera funktionerna /p_i W, ••■•/« W taga vi i betraktande- 
ett system af differentialekvationer for de elementarsymmetriska funk¬ 
tionerna Si, -af n integraler till ekvationen (i). Detta system 

kan skrifvas under formen 

n 

( 4 ) 2 ^ •«)- 

dar aro hela rationella funktioner af - ^p, - 

^p-2. 

Vi beteckna med • • • • lr„ de elementarsymmetriska funktionerna 
af 7 t element af /(^), som permuteras kring de frSn 5 skilda singulari- 
teterna, och med a^\ de uttryck, som fas om man i , 

satter ='^i,-;2fp-2 ='^p-a. Af nyss uttalade resultat foljer, 

att definiera element af algebraiska funktioner, och att det- 

samma ar forhallandet med •••• De / — 2 forsta ekvatio- 

nerna i systemet (4) ge saledes lineara relationer mellan • • • •2'n» hvilkas 
koefficienter aro element af algebraiska funktioner. Om man, utgaende 
fran en af dessa relationer, deriverar och begagnar de sista n — p + 2 
ekvationerna i systemet (4), erhaller man fortfarande en linear relation 

mellan Zp..\, -hvars koefficienter aro element af algebraiska 

funktioner. Det kan handa att denna ej ar en foljd af de fdregaende. 
Genom att fortsatta dessa operationer fSr man en foljd af lineara 

relationer mellan Zp^\, --a'n. Man kan emellertid ej erhalla mer an 

— p-^i distinkta ekvationer, ty om man finge 7 t —/+2 ckvationer 
som kunde upplosas med afseende pa Zp.^^ • • • * skulla dessa serier 
vara element af algebraiska funktioner, och siledes .skulle afven jf'{x) 
vara algebraisk funktion, hvilket strider mot antagandet. 

Vi beteckna med jr antalet oberoende ekvationer och ersatta 

i dem 0p_i, - Zn med godtyckliga variabler Zp-u •••• For 

att i det foljande kunna hanvisa till de sa erhallna lineara ekva¬ 
tionerna tanka vi oss dem forsedda med numret (5). Antag att 
de kunna upplosas med afseende pa 2'|i,, •••• och beteckna 

med |i\,-|iV dem af talen /—i, - n som atersta, sedan 

Pi,-|i„ tagits bort. Af det satt pa hvilket ekvationerna (s) bildats 

drager man utan svarighet foljande slutsats: Man erhaller en los- 
ning till systemet (4), om man satter Zi Zi^ • • • • Zp^2 = Zp^2i ochom 
man for Zp^u valjer en sadan losning till ekvationerna (S), som 
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afvenjatisfierar de ^ differentialekvationer, hvilka (is om man satter 

= ;?!, • • • • = ^ i de mot y = n\,.... svarande ekvatio- 

nerna i systemet (4). 


Antag att man i dessa jt' differentialekvationer ersatter 


- -— 

upploser ekvationerna(s). Man 

erhaller salunda ett system af formen 


lx ~ ~ ^oep-i0^, + (v = I, - ji') 

x=i 

dar <5W aro rationella funktioner af 

och deras derivator och sUedes definiera element af algebraiska funktioner. 

i ar etT^rtT®^’’ f'"*’ ^r tillitet att antaga att 

/ ar ett af talen -p',., antag / — i = p' D^t nyss utta- 

laderesultatetkannuafvenuttalaspSfoljandesatt: omv,.----v ar en 

losning till systemet {6)._och om .... bestammas genom ekva- 

-loaning till systemet (4). 

Haraf foljer, att hvarje losning till ekvationen 

( 7 ) r + H-+'ip_ay-P+2 2.p_,y.-p+i + ^ o 

satisfierar ekvationen (i). Losningen af ekvationen (i) arsiledes, genom 

^ losningen af systemet (6). 

Man kan nu visa att systemet (6) miste reducera sig till en enda 
drfferentialekvatxon. Man visar att den allmanna integralen till systemet 

(6) kan skrifvas under formen = i. •... dar C ar en 

integrationskonstant och cp.. x aro funktioner af ^ och af de iter- 

inteer^erST^'^^^Tf"''’ haraf, att den allmanna 

integralen till ekvationen (i) kan skrifvas under formen 


( 8 ) 


n 

r +?i jv"-' +••••+ ^p_2ji''>-p+s + ^ 

c+y 


v=p—1 


' = O, 


ton, ^ T Man visar att dessa funktioner. 

utom stallena ej hafva andra singuiara stallen an poler. Om nu 

systemet (6) ej reducerade sig till en enda differentialekvation. skulle 
niM, sasom latt visas, kunna finna tvenne olika former (8) for den all- 
manna integralen till ekvationen (i), hvilka icke kunde ofverfdras i 
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hvarandra genom en linear transformation af integrationskonstanten. 
Om man forbinder de bagge integrationskonstanterna pa lampligt satt 
skulle venstra membra i de bagge ekvationerna af fornien(8) hafva en 
gemensam divisor af ett gradtal som ar mindre an n. Koefficienterna 
i denna divisor aro funktioner af x, som utom stallena \ ej hafva 
andra singulara stall en an poler. Alltsa skulle hvarje integral, och 
speciellt f{x\ antaga farre an n varden kring de fran ^ skilda singu- 
lariteterna. Men detta strider mot definitionen af Denna motsagelse 
visar, att systemet (6) maste reducera sig till en enda differentialekva- 
tion, d. V. s. att jr' = i och saledes jr = « —p *h 

Man inser omedelbart, att den ekvation, till hvilken systemet (6) 
reducerar sig, ar en Riccatisk ekvation. Koefficienterna i denna ekva¬ 
tion, liksom i de lineara uttryck, som fas om ekvationerna (5) uppldsas 

med afseende pa Zp, -aro algebraiska funktioner. Genom ett 

be vis liknande det nyss skisserade visar man, att dessa funktioner aro 
entydiga, och saledes rationella. Harmed ar var sats bevisad. 

Vi anmarka slutligen, att man genom en obetydlig komplettering 
af denna bevismetod afven kan komma till en allmannare sats. Vi 
taga i betraktande ett stalle ^ och en omgifning kring detta stalle 
samt definiera en gren f{x) af en integral genom att, utgiiende fran 
ett element, hvars medelpunkt ligger inom denna omgifning, fortsatta 
pH alia mojliga olika satt inom samma omgifning. Vi antaga att denna 
gren ar andligt mangtydig. Da galler foljande sats: 

Om differeniialekvaiionen {i) ej kan tra^isformeras till en Riccatisk 
ekvatmi pa det siitt som a^igafs i Jorra satse 7 i maste f[x) vara af 
algebraisk karaktdr i 7 iarhcten af sidllet 



OM IDENTITETEN AF DEN FREDHOLMSKE 
DETERMINANT OG EN UENDELIG v. KOCH’SK 
DETERMINANT'). 

AF 

JOHANNES MOLLERUP. 


I en nylig fremkotnmen A fhandling (Bulletin des sciences^ MilangesS^ 
(jgii)) bar jeg anvendt f0lgende Metode til Bestemmelse af en 
usymmetrisk Kernes fuldstaendige Orthogonalsystem; i et specielt 
Tilfaelde af den Fredholmske Ligning skyldes Metoden Erhard Schmidt 
(Math. Anm. 64, 164). 

Lad den homogene Ligning vaere 

(l). <p(j)=:xf 

i a 

hvor K{st) er integrabel i Omraadet a < ^ < og lad Pi {s) p2 W • • • • 

r 

vaere et fuldstaendigt Orthogonalsystem. Efter den saakaldte Parse- 
vaVske Formel har man, naar 9(j) tilfredsstiller (i) 


(2) 


9 (j) = X I ir(jif) p, (i) (p {t) p, (?) dt = X ^a, (j) pj, 


i det vi saetter 
(3) 



h 

pi(?)<* og 
a 


(4) 



Denne Afhatidling fremkommer samtidig i »Bulletin des sciences«. 


6 
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JOHANNES MOLLERUP: 


Raskken (2) konvergerer absolut og ligeligt. Ved at inds^tte 9 (5) 
faar man 

(S) Pi = J | 3 t (^)X aj (?) pj = Xpj J Pi [t) aj (/) df --- X^^ ’pj aji , 


J 

ml) b 


hvor 

•b Mb b 

(6) ajt = aj (s) p, M = \ X (si) py (/) p, (s) ds dt. 

• 'a J a J a 

Determinanten for de homogene Ligninger 
Pi = ^ ^ ' Pj ^ji er 

j 

I Xaiji — X <^21 — 


( 5 ) 


( 7 ) 


.A(X) = 


— X«j2 I — X^jj — Xa'jij • • • • 


Efter en Saetning af Helge v. Koch (Rend, di Palermo XXVIII) vil 
denne Determinant konvergere absolut, naar Raekkerne 


J^^/i °S I an I 

h i i 

konvergerer. Nu bar man, lige.som \\o% Hilbert (Grundziige einer allge- 
meinen Theorie der Integralgleichungen, fiinfte Mittheilung, Gottinger 
Nachrichten 1906,446) 

(8) 

ji « 

Hvad Konvergensen af Raekken I an I angaar, da gaar vi over 

a 

til den itererede Kerne; denne bestemmes ved at indsaette 9 (j) under 
Integraltegnet: 

fb ^b mb 


( 9 ) 


( 10 ) 


9 W = ^ (-f^) 9 (/) X^l J K(st) K(tu) 9 (u) du dt 


= I Ag {su) 9 (//) du , hvor 

a 


su) = { K(s^) K (/u) du, 

^ a 
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Erstatter vi nu K (j/) med (^/), bliver 


n h ./I -ft -ft 

ATg (su) p; (71) |3/ (s) dst///= i jK'(s/)A^(/ 7 ^} |3/ {71) P/ (^) dsdtdii 

a V bv tiJ a 

j [ JC{s^) p, (j) ds- f P, (u) du\(it. 

^ J tt V a ' 



Heraf faar vi 
(12) 



ft 

K (s^) K (ts) ds dt, 

it 


hvor Raekken konvergerer absolut. Det er altsaa bevist, at defi til 
de 7 i itererede Keriie (st) horcnde D€ter 7 nina 7 it A (X) konvergerer ab¬ 
solut, De Vaerdier af X, for hvilke Ligningerne (5) kan ItJses, be- 
stemmes af 

(13) A(X) = o, 


naar A(X) antages at konvergere absolut. Naar X er fundet, finder vi 
Konstanterne p ved Ligningernc (5); bar A (X) Defekten />, da bar 
Ligningerne (5) p lineaert uafbaengige Losninger; cn saadan Losning f)/ 


bar altid konvergent Kvadratsum 



Af Ligningen 


(2) (p(s).-\^^ 

i 


az (.y)-pz 


finder vi endelig de S0gte Funktioner 9(.y); Raekken konvergercr absolut 
og ligeligt, fordi 

•ft 

^ ’’ «/ {s) • pi - ^ ^ 1 p, (/) (it- pi, 

i i 

hvor Kvadratsum nierne 



(j/) pi (/) rf/j j* 


K[st)- dt og 



konvergerer. 


De fiiudne Lesitinger <p (.y) er altsaa ko 7 itimierte. 


6* 



84 


JOHANNES MOLLERUP: 


Er Kernen symmetrisk^ K[si) K{ts)^ bliver A(X) symmetrisk, da 
% = [ f (#) Pj ( s ) dsdt = atj. 


Hvis i dette Tilfaelde \ er etNulpunkt for den heleFunktion A (\) 
med Multipliciteten p, dn har A (X) netop Defekten p, og Ligningerne 
(5) P lineart uafhaengige Lesninger. 

I det foregaaende har vi cgentlig i Stedet for (i) l0st Ligningen 

(9) = 

V a 

men saetter vi ligesom Erhard Schmidt (Entwicklung willkiirlicher 
Funktionen, Math. Ann, 63,448) 

2 (j) = 9 (^) + X f .S’ (ji) 9 (t) dt 

^ a 

2 Xs (s) = 9 (j) — xj ii: {st) 9 {i) dt, 

altsaa “ 

9 (J) = X, {s) + ATj {s), da er X^ [s) og X, (s), 

der ikke begge forsvinder identisk, Losninger af (2). 

Den hele Funktion A(X) har naturUgvis de samme Nulpunkter som 
den Fredholmske Determinant D\k, 


00 „b mb m> 


K {s^Sj) K —K (s^Sp) 


ds^dsj- • -dsp 


^ • ••K (SpSp) 


Men dc hele Funktioner A(X) og er i VirkeUgheden identiske, 
og saaledes er efter vort Skon Fredholms geniale Id6 rykket os 
naermere. Til Bevis benytter vi en IntegrSformel. Vi har 

K (jjjg) ds^ = ^ J (jg)d&g • J -^^2 s^) P/ (jj) ds^ , 

hvor Rakken konvergerer absolut og ligeligt. Heraf faar vi igen.: 
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a 

=xl! K[s^s^ K (^ 2 *^ 3 ) Pi ('^ 2 ) ^2 * ^ I ^8 


oj : 


K pi M ^ *8 


n b ro 

K {Sb^S^j^) Pf (^2) Pj (-^s) ^*^2 ^8 ‘ J ■ 
= jj ^ Pj {*^3) 


^MPy(^8)*3 


og altsaa 


n K [s^s^) K{Sb^s^ K (jji S4) dSb^ ds,^ 

a 

Mh /-ft 

=^J. •^(•TiJa) P« {^2) ^2 -^V J ^M ft/ (•^ 8 ) *»• 


Paa samme Maade faar man 


f f \ ^1*^2) ^ ('^2*^8) (*^3^4) ^ (’^d'^5) ^*^2 ^'^3 ^*^4 

•i « •'a •'a 

b flb 

~ ^ • j K*^6) P^f ih) ^•^ 4 * 

i,J, * 


Naar man fortsaetter paa denne Maade, finder man den S0gte 
Formal 


ff ■f' 

•f a V a a 


K (Va) (■^a'^s)- ^ - 


= ^ -'^V.’ 


hvor *1 4‘ • • •*" uafhaengig af hinanden gennemlober alle Tallene i den 
naturlige Talraekke. 
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For A(X) har mail Udviklingen 




^ii a^j aut 

an aij 

aji Ujj 

-"Xi 

^Ji ^JJ ^Jk 


i, i. k 1 

^ki ai^ ajeii 


+ ■ 


eller 




+ 


^ ^ra'a 


/l, 1*2 


i*! i *2 . . r 


^r-iPi ^rjTa * • * *^rif ^ 

■ •'^’l«r„r, Olr^ra- 


hvor r,. •.. uafhaengig af hinanden gennemlober den naturlige Tal- 

rakke og ikke beh0ver at vare forskellige. Man skal altsaa bevise 
Formlen 


(IS) 


a a J a 


K (siS^) AT jg)... •JC (siSfi) 

K{SpS2)^ • • •JC{SpSp) 

^nra- 


ds^i/s.2*' * *dsp 


'■li's. .r,, 


%'•! %<-2' • • 


Vi betragter et vilkaarligt Led paa venstre Side af (15): 

“/« /„ ’ ■dJr*- • • -ds,,-, 


^11*2 • .r, 




. .rp 


Talrakke* uafhangig af hinanden genneml0ber den 


naturlige 
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For at se dette dekomponerer man de tilsvarende Produkter 
K[S,S,,) K {S.,S,,) ■•■■K og • • • • 

i tilsvarende drkulaire Produkter: 

{A} l^s}.. ■ og {a4 {ct,}. • • -{a™}. 


Man har da efter (14): 

0 .... I" {^1} {^2} • • • • dsi ds .,. • • -dsp 

. b •'it 


'«l ]■» 


rin^. .i*;, 

hvilket skulde bevises. 

Man laegger Maerke til, atFormlerne (2) og (14) ogsaa gaelder, naar 
K{sl) er symmetrisk: K{st) = K{ts) og pi (^), {s)- ■ • • danner Kernens 

fuldstsendige Orthogonalsystetn (efter den Hilbctt—Schwidtskc Udvik- 
lingssaetning). Men da har man 

.b .h o y 4^ f 

aj, = A' (s() P^ (/) P, (s) ds dt ' y ,, y 

Hvis nu Rmkken 2^ I konvergerer, faar vi 


(16) 


Da Rjekkerne ^ 


^ , konvergerer for n 2, faar man 

.^Lml |Af|'' 


(17) ^ I I ~ X? )~ ' 

hvor Kn cr eii vilkaarlig itereret Kerne. Jeg tror, at di.sse Rosultater 
er nye for n — i og 7Z = 2 (sml. Hems Hahn, Hericht iiber die Tlicorie 
der lin. Integralgleichungcn, Erater Teil, pag. 30). 



DEN ANALYTISKA LOSNINGEN AV 
BANBESTAMNINGSPROBLEMET. 

AV 

C. V. L. CHARLIER. 


MNET for detta fdredrag var att undersoka banelementerna sotn 
jt\ funktioner av mellantiderna mellan 3“' givna observationer. 

(Forf. hanvisar till den fratnstallning ban givit av amnet i Arkiv 
for Mat. etc. Bd. 7 N''"' 5, 10, 16 samt till Monthly Notices of the 
R. Astr. Soc. Dec. 1910 och Mars och Juni 1911). 



OM ALGEBRAISKE OG IKKE-ALGEBRAISKE 

FLADER. 

AF 

C. JUEL. 


D et nittende Aarhundredes Geometri har vaesentlig holdt sig til 
algebraiske Kurver, Flader og Korrespondentser. Dette er dog 
ikke at forstaa i strong Forstand. Infinitesimalgeometrien er jo endog 
udviklet i hoj Grad, og dens Forudsastninger cr jo saa at sige overalt 
videre end de, der begraenses af algebraiske Betingelser. 

Derimod er der en anden Side ved de algebraiske Dannelsers 
Theori, som synes uadskilleligt knyttet til algebraiske Ligningers 
Grader, nenilig de Saetninger, som angiver Antallet af Losninger paa 
visse Opgaver. Sk0ndt det Kmne, jeg i dct f0lgende skal gaa ind 
paa, ikke direkte giver Bidrag i dcnnc Retning, haenger det dog saa 
n0je sammcn dermed, at jeg cr nodt til at begynde dermed. 

Mine Unders0gelser herom gaar langt tilbage og har til Udgangs- 
punkt Bestemmelscn af Formerne af hvad jeg dengang kaldte grafiske 
Kurver af sdie og 4de Orden. Ved cn Kurves Orden (Realitetsorden) 
forstaar jeg det h^jestc og tillige opnaaelige Antal af Skairingspunkter 
mellem Kurven og en ret Linie. I Definitionen medoptages den 
Fordring, at en ret Linie, der har flere Punkter faelles med Kurven 
end dens Orden angiver, med alle sine Punkter horer med til Kurven; 
denne P'ordring cr opfyldt af sig selv, naar Kurven forudsmttes 
analytisk og overalt regul<er; at dette Kurvebegreb dog er videre 
end det egentlig algebraiske, folger af, at en Kurve af en bestemt 
Realitetsorden algebraisk kan vserc af en vilkaarlig hoj Orden. Hvad 
den ovennaevnte Formbestemmelse af Kurverne af S^ie og 4de Orden 
angaar, kan man dog nojes med langt snevrere Betingelser end den, 
at Kurven skal vaerc analytisk, men jeg skal ikke gaa ind derpaa. 
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c. juel: 


Foruden de plane Kurver har jeg ogsaa betragtet Rumkurver 
definerede paa en lignende Maade. I den senere Tid er jeg gaaet 
md paa en analog Behandling af Flader efter jeg ved den skan- 
dinaviske Matematikerkongres i Stockholm 1909 havde fremsat mine 
forste Fors0g i den Retning. 

Jeg har saerlig undersogt Flademe af 3die Orden og fundet, at 
den smdvanUge og velkendte Theori for rette Linier beliggende paa 
en algebraisk Flade af tredie Orden ogsaa er gyldig for enhver 
analytisk Flade af demie Orden. I det felgende vil jeg gaa ud fra 
denne Saetning, idet jeg dog kun ben3rtter den for det Tilfaelde, at 
Fladen er analytisk og overalt regular. Som Eksempel kan navnes 
en Flade med Ligningen _j_ j 

Den Opgave, jeg her skal ind paa, er den at finde de reelle 
Skaringspunktsbetingelser, man endnu skal feje til de ovennavnte, 
for at Fladen skal blive en algebraisk Flade af sdie Orden. 

Man kan sige, at man herigennem faar en ny Vej, ad hvilken 
man systematisk kunde komme til Theorien for algebraiske Flader i 
hvert Fald af de lavere Ordener. En saadan Theori er hidtil opstillet 
ad to Veje dels ad eh ren geometrisk dels ad anal3^sk-geometrisk 
Vej. Disse Metoder er vaesentlig ens, selv om det endnu ikke er 
lykkedes at lade dem gaa ganske parallelt med hinanden. Algebraiske 
Polynomier af hojere Orden danner man nemlig af dem af lavere 
Orden ved sukcessive Additioner og Multiplikationer, og det er i 
Virkehgheden det samme, man gar, naar man definerer Flader og 
Kuiver af hajere Orden som geometrisk Sted for Skmringspunkterne 
meUem blsvarende Elementer i projektive Bundter eller Naet. 

Efter den Fremgangsmaade, jeg her henstiller som en Mulighed, 
aerer man sig helt anderledes ad, idet man dog derved beg^aenser 
sig reelle Flader. Man begynder med Flader af en bestemt 
Realitetsorden, af en mere eller mindre almindelig Beskaffenhed, siger 
saa meget man kan om den, og tilfajer dernaest indskraenkende Be- 
tingelser, S3.3, at Fladen bliver algebraisk. 

•11 V ^*^‘*®*’ Orden vil man saaledes begynde med en 

VI kaarlig lukket og kontinuert Flade, der har hajest to Punkter faelles 

saadan Flade kan der allerede siges en 
hel Del; jeg kan henvise til Prof. Bruun\ »tjberOvale und Eiflachen*. 
Tilfajer man dernaest den Betingelse, at Fladen skal indeholde alle 
Punkter af 6 n ret Linie, maa Fladen nadvendigvis vaere en algebraisk 
vindskaev Flade af anden Orden. 
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Den almindelige algebraiske Kurve af 2den Orden kan dernasst 
defineres som Slutningslinien mellem den navnte vindskaeve Flade og 
en Plan. Om denne Definition stemmer med den saedvanlige, kan 
naturligvis kun afgares, naar man i Forvejen kender saadanne Kurver, 
altsaa i Forvejen ved, at den f. Eks. er bestemt med S vilkaarlige 
Punkter eller lignende. 

Dernaest kan man definere den almindelige algebraiske Flade af 
anden Orden som den Flade. der af en vilkaarlig Plan skaerer en 
algebraisk Kurve af anden Orden. 

Naar man nu vil gaa over til Flader af tredie Orden, vil man 
alter begynde med den almindeligste lukkede kontinuerte Flade, hvis 
Realitetsorden er 3. Om denne kan man sige noget, men ganske 
vist i dette 0 jeblik ikke meget. Tilfojer man den Begraensning, at 
Fladen skal vaere analytisk og overall regulser, er det endnu ikke 
nadvendig, at Fladen er en algebraisk Flade af 3die Orden. Om 
denne Flade kan man allerede opstille en Theori om de paa Fladen 
liggende rette Linier. Men tilf0jer man nu yderligcre den Sharings- 
punktsbestemmelse, at Fla-den af et Keglesmt hejest skal shares i 
6 Punkter (medmindre da Keglesnittet helt ligger paa Fladen), viaa 
denne i Almindelighed vcere algebraisk. 

De Undtagelsestilfaelde, som nadsager mig til at sige »i Alminde¬ 
lighed* er de, hvor enten Fladen er vindskaev eller hvor den kun 
indeholder saadanne rette Linier, langs hvilke den berares af en og 
samme Plan 0: hvor alle rette Linier paa Fladen giver udfoldelige 
Elementer. 

Vi gaar altsaa i Henhold til vor postulerede Theori for de paa 
Pladen liggende rette Linier ud fra, at der findes en Plan, der skaerer 
Fladen G** i tre adskilte rette Linier a, b og c. Gennem a Uugges 

en Plan n, der skaerer G* foruden i a i en Oval o). Planen kan altid 

vaelges saaledes, at co skaerer a i to Punkter; cllers vilde nemlig a 
slet ikke ligge paa Fladen. Hvis co ikke skulde vaere en elliptisk 
Oval d. V. s. ligge helt i det endelige, kan dette altid opnaas ved en 
reel Kollineation, der lader a blive liggende. Vi kan dernaest laegge 
et Keglesnit K, der gaar gennem 5 Punkter af (», hvoraf de to 
ligger paa den ene Side og de tre andre paa den anden Side af to. 

Ifaldisfnu er en Ellipse eller enParabel, vil den skaere a i to Punkter, 

altsaa Fladen i flere end 6 Punkter; to maa derfor falde sammen med 
K. Men det samme maa ogsaa vaere Tilfaeldet, ifald K skulde vaere 
en Hyperbel. Dette er nemlig i hvert Fald Tilfaeldet, naar de 
5 Punkter ligger paa samme Hyperbelgren. Men de maa ligge paa 
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samtne Gren, thi naar en elliptisk Oval skaerer begge Grenene af en 
H3T)erbel, kan der hverken vaere flere eller ferre end 4 Sk®rings- 
punkter. Ifald der nemlig var flere, maatte der nedvendigvis Andes 
Faellestangenter. En Tangent m til Hyperblen kan imidlertid umuligt 
• ogsaa vjEre Tangent til Ovalen, thi da denne ligger belt i det ende- 
lige, maa alle Ovalens Punkter ligge paa en og samme Side af m, 
medens Hyperblens to Grene ligger paa hver sin Side af m. 

Vi har altsaa set, at en vilkaarlig Plan, der berorer Fladen i et 
Punkt af a, maa skaere i et Keglesnit. Gennnm a gaar nu efter For- 
udsaetningerne en Plan pi, der skaerer i 3 rette Linier a, b og c. En 
Plan a gennem a, der ligger naer ved maa vaere en Plan, der 
skaerer i et Keglesnit, thi pi skaerer i de to rette Linier b og r, der 
skaerer a. Det gor intet til Sagen, om de tre rette Linier gaar 
gennem samme Punkt; i saaFald bliver pj en Graensestilling for Planer, 
der har (reelle) Roringspunkter med Fladen. Valges et passende 
Punkt P paa a i Naerheden af pi, vil ligeledes Planerne (jPb) og (/V) 
skaere i Keglesnit henh. p og ■y. Punkt jR er valgt paissende naer 
ved pi, naar en Plan f. Eks. gennem b ved at drejes ud fra Stillingen 
Pi til (b/^ ikke har overskredet en fra p^ forskellig Stilling, hvor 
Planens Snit i Fladen skaerer b i to sammenfaldende Punkter. Gennem 
de tre Keglesnit a, j 5 , y og Linierne a, b, c gaar to algebraiske Flader 
af 3die Orden. den ene dannet af de tre Planer {Pa), [Pb) og (Pc), 
den andet dannet af Planen pj i Forbindelse med den Keglesnitsflade, 
der gaar gennem a, p, y; disse sidste har nemlig parvis to Punkter 
faelles. Man vaelger nu et Punkt Q paa den givne Flade G^ der atter 
ligger i Naerheden af p^, men ikke ligger paa a, p eller y. Der 
Andes da en enkelt aldeles bestemt Flade i det af de to ovennaevnte 
bestemte Bundt, der gaar gennem Q. Denne algebraiske Flade 
maa falde sammen med den givne GK Lad os nemlig betragte 
Bundtet af de Planer p, der gaar gennem a og endnu skaerer i 
Ovaler, der har to Punkter faelles med a. En saadan kontinuer* 
Samling af Planer p har man i hvert Fald, naar man medtager p^ i 
Samlingen (eventuelt som en Graensestilling). Alle de naevnte Plainer 
skaerer ■(?» i Keglesnit, og disse maa falde sammen med de Keglesnit, 
hvori Planerne skaerer A*. For det forste maa nemlig det Keglesnit yi, 
hvori Planen {Qc) skarer ogsaa ligge paa F\ da det har 5 Punkter 
faelles med F^'. Punktet Q og de Punkter, hvori Planen skaerer a og p. 
Demaest maa en vilkaarlig Plan p skaere F* og G« i samme Kegle¬ 
snit, da disse har de 6 Punkter faelles, hvori p skaere p, y og y^. 
Pladerne G-® og F^ har altsaa et sammenhaengende kontinuert Flade- 
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stykke faelles og de maa derfor falde belt sammen, da dc begge er 
analytiske og overalt regulaere (med eventuel Undtagelse af diskret 
liggende Punkter). 

Man kan dernaest definere plane Snit i den konstruercde algebraiske 
Flade som almindelige plane Kurver af 3die Orden, og endelig den 
almindelige algebraiske Flade af sdie Orden som den, hvis plane Snit 
er de naevnte Kurver. Om man vil, kan man jo endnu medtage 
plane Kurver af fjerde Orden og definere dem som Konturen af 
Projektionen af en algebraisk Flade af tredie Orden fra et Punkt af 
selve Fladen, At dette virkelig er den almindelige plane alpbraiske 
Kurve af fjerde Orden i saedvanlig Forstand, kan man naturligvis kun 
bevise, naar man i Forvejen ved, hvad man vil forstaa ved en saadan 
Kurve i). Dernaest kan den almindelige P'lade af fjerde Orden defipres 
som den Flade, der af en vilkaarlig Plan skaerer i en Kurve af fjerde 

Orden. . 

Jeg skal endnu omtale et andet Eksempel paa en lignende Defini¬ 
tion nemlig af de anallagmatiske P'lader. En saadan defineres i dc 
algebraiske Fladers Theori som en algebraisk Flade af fjerde Orden, 
der bar den uendelige fjerne Kuglecirkel til Dobbeltkurve. Men ogsaa 
den kan defineres ved forst at gaa ud fra en analytisk med Und¬ 
tagelse af diskret liggende Punkter overalt regulaer Flade og tilfoje 
en passcnde Antalsbestcmmelse. En saadan, som man i bvert Fald 
kunde forsoge, bar man dcri, at en vilkaarlig Cirkel skajrer Fladen 
algebraisk talt i fire Punkter, en F:genskab, disse Flader ganske vist 
deler med Keglesnitsfladerne. 

Jeg er oprindelig kommen ind paa denne Opfattelse ved at S0ge 
at udvide mine Undersflgelser over plane cykliske Kurver*), der at 
enbvcr reel Cirkel skfcrer i bojest 4 reelle Punkter, til Rummet. Det 
njEvnte Sted viste jeg, at der existerer analytiske men ikke algebraiske 
cykliske plane Kurver. Det er tilstrajkkeligt som F:ksempel at naivnc 
en ydre Parallelkurve til en F^llipsc. For Rummet viser det sig nu, 
at Sagen stiller sig anderledes. 

Lad os tage en analytisk F'lade, om hvilken vi forudsmtter, at den 
af enbver reel Cirkel skaerer i b0jest 4 Punkter — medmindre da 
Cirklen ligger belt paa Fladen —• og lad os invertere denne Flade 
om et Punkt P af selve Fladen som Inversionscentrum. Man maa da 
faa en analytisk Flade G», der maa vaere af 3die Orden. Denne vtl 

*) Selve den angivne Ssetning er bevist 1. Kks. af Geher (Mathematiske Ann. Bd. l). 

») Kgl. D. VidensU. Selsk. Skrifler 7. Rsekke, Ntv. og M. Afd. Vlll. 6 . (1911). 
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indeholde den uendelig fjerne rette Linie u beliggende i den oprinde- 
lige Flades Tangentplan i Punktet P. Gennem u vil der efter den 
her forudsatte Theori for Flader af tredie Orden gaa mindst Plan, 
der skaerer Fladen G® i tre rette Linier, af hvilke dog to eller ogsaa 
alle tre kan falde sammen. Nu kan imidlertid selve Linien u, som 
man let s6r, ikke vaere dobbelt paa den nysnaevnte Maade, medmindre 
P er valgt som et Kuglepunkt, hvad vi kan antage ikke at vaere Til- 
faeldet. Om den oprindelige cykliske Flade v^d vi derfor (ved Inver¬ 
sion), at der gennem P gaar to Cirkler paa Fladen, der enten er 
adskilte eller sammenfaldende. I det sidste Tilfaelde har Beviset for 
den Saetning, vi vil udvikle, ingen Gyldighed. Vi vil derfor i det 
folgende forudsaette, at der ikke gennem P gaar nogen cirkulaer 
Krumningslinie — medmindre der da tillige gennem P gaar andre 
adskilte Cirkler paa Fladen; her maa man erindre, at P kan vaelges 
som et vilkaarligt Punkt paa Fladen. 

Vi vil nu holde os til den cykliske Flade af 3die Orden. Paa 
denne findes to adskilte Linier a og b beliggende i en Plan hvis 
uendelig Qerne rette Linie ligeledes ligger paa Fladen. 

Man kan demaest let vise, at enhver gennem a gaaende Plan p, 
der ligger naer ved pj, foruden i a vil skaere Fladen i en Cirkel a. 
(En Plan p siges at ligge naer ved pj, naar man kan dreje en Plan 
fra Stillingen p^ til Stillingen p^ uden at overskride Tangentplanen i 
et parabolsk Punkt). Selve Planen p^ skaerer foruden i a i en udartet 
Cirkel dannet af Linien b og den uendelig fjerne rette Linie u. Planen 
p vil derfor foruden i a i hvert Fald skaere i en Oval, der har to 
Punkter faelles med a. Vaelges nu paa Ovalen tre Punkter, der ikke 
alle ligger paa samme Side af a, vil en Cirkel gennem disse 3 Punkter 
skaere a i 2 Punkter og Fladen altsaa i mindst 5 Punkter; Cirklen 
maa derfor ligge paa Fladen. Paa samme Maade ser man, at enhver 
Plan p' gennem b, der er naer ved p^, vil skaere Fladen i en Cirkel p. 
Sksringslinien s mellem Planen for en Cirkel a og Planen for en 
Cirkel p ligger lige saa naer, man selv vil, ved Planen p^, og denne 
gaar gennem et Roringspunkt {ab) mellem Fladen og denne Plan. 
Linien j vil derfor skaere Fladen i to reelle Punkter foruden i (ab), 
hvoraf falger, at en Cirkel a maa skaere enhver Cirkel p indenfor 
et vist kontinuert Omraade for a og p. 

Vaelges nu tre faste Cirkler p i dette Omraade, kan man gaa ud 
fra, at ikke to af disse har to Punkter faelles, thi i saa Fald vilde en 
Kugle vaere en Del af cykliske Flade; denne msatte da bestaa aif en 
Kugle og en Plan. Udelukkes dette Tilfaelde, ser man let, at Be- 
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tingelsen for at uendelig mange Cirkler a skaerer de 3 Cirkler p 

_ hvis Planer alle gaar |gennem en i det e7tdelige liggende ret Linie 

^ — er den, at Cirkleme p skaerer b i 3 involutoriske Punktpar. Men 
da vil en enkelt uendelig Samling af Cirkler a skaere de 3 Cirkler p, 
og ved denne algebraisk bestemte Bevaegelse bestemmes en algebraisk 
Flade. Denne maa imidlertid falde sammen med den givne, da de to 
analytiske med Undtagelse af diskrete Punkter overalt reguUerc Flader 
bar et endeligt Fladestykke faelles. 

Vi bar altsaa bevist: 

En reel analytisk med eventuel Undtagelse af dtskret liggende 
Punkter overalt reg^ilcer Flade, der af enhver reel Cirkel hajst sheerer 
i 4 reelle Punkter maa nodvendigvis veere algebraisk, saafremt den 
ikke har cirkulare Krumningslinier. 

Om Saetningen ogsaa skulde vaere gyldig i det naevnte Undtagelses- 
tilfaelde, der jo indbefatter Omdrejningsflader og de deraf ved Inver¬ 
sion udledede, kan jeg ikke sige bestemt i dette 0jeblik. 

Der er dog et Tilfaelde, bvor Saetningen er almengyldig, nemlig 
naar Fladen har to reelle Dobbeltpunkter. 

Forbindes nemlig disse to Punkter med et vilkaarligt Punkt af 
Fladen ved en Cirkel, bar denne 5 Punkter faelles med Fladen og 
maa derfor ligge belt i denne. Inverterer man nu om det enc af 
Dobbeltpunkterne som Inversionscentruni, faar man en saadan Kegle 
med Toppunkt i det andet Dobbeltpunkts inverse Punkt, som af 
enbver reel Cirkel b0jest skmrer i 4 Punkter. Men en saadan Kegle 
maa vaere en Keglesnitskegle, da den ogsaa af etbvert reelt Keglesnit 
bojest vil kunne skaeres i 4 reelle Punkter (med mindre Keglesnittet 
ligger paa Keglen). Dette folger deraf, at enbver reel Keglesnitskegle 
altid bar reelle cirkulaere Snit. 

Vi bar i det ovenstaaende med den naevnte Undtagelse bevist, at 
cykliske P'lader maa vaere algebraiske forsaavidt de er analytiske og 
regulaere. Men naturligvis eksisterer ikke-analytiske cykliske P'lader. 
Mam kan saaledes let koiistruere en Oval dannet af 4 Cirkelbuer og 
sorge for, at den faar en Symmetriakse. Drejer man denne Oval om 
Aksen, faar man en Flade, som man let kan bevise bojest kan have 
4 Punkter faelles med enbver Cirkel, der ikke bar uendelig mange 
Punkter faelles med Fladen. Denne er en afdelingsvis anal3rtisk, men 
er i sin Helbed en ikke-analytisk cyklisk Flade. 
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V I formulera vart problem pfi foljande satt: 

En dubbelledning af langden ar vid sina bada andpunkter 
forenad mot apparatanordningar; vid ledningens bdrjan appliceras vid 
tiden ^ = o en elektromotorisk kraft 71 (/). Bestam det variabla spau- 
nings och stromtillstandet hos ledningen. Ji(f} piilagga vi villkoret att 
vara andlig for andliga /-varden; diiremot kan 7i'(/) vara diskontinuerlig 
for en del Avarden* Vid tiden ^ o antages saviil spanning soni 
Strom vara noil i ledningens alia punkter. 

Ledningens konstanter per kilometer dubbelledning beteckna vi pa 
vanligt satt med r, /, a och c, spanningsskillnaden mellan dc bada 
branschema i en punkt med p och stromstyrkan hos ena branschen 
med z; v och i skola saledes vara funktloner af t och x. 

Vidare infora vi foljande fdrkortningar: 






V 


f 




TOO 
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Mellan v och i hafva vi dS ekvationssystemet: 


— ^ = + + 

— ■^^ = {f + k — h)v 


Gransvillkoren vid ^ = o och antaga vi, for att fixera, vara 

af foljande form: 

For ^ = o: 

(2) fE{t)-p-v = {rp + Lp^ + i. 

For x = x{-. 

( 3 ) P = (rP + Z'/s + i. 

Dessa villkor innebara, att vi antaga apparaterna vid ledningens 
andpunkter best! af ett motstind med sjalfinduktion seriekoppladt 
med en kondensator. Vid x—o skulle motstandet vara sjalfinduk- 
tionen L och kondensatorns kapacitet C, Andra anordningar kunna 
tankas t. ex, en transformator vid ena andpunkten; ekvationerna blifva 
emellertid principiellt af samma beskaflfenhet och problemets behand- 
ling andras ej, 

Genom att mellan de b&da ekvationerna (i) eliminera i eller 7/ 
finna vi, att bSda satisfiera en partiell difFerentialekvation af formen 


Betrate vi / sisom en operator, och integreras differentialekva- 
tionen, fa vi tvanne losningar namligen: 


(5) 

och 

( 6 ) 


1 —A 3 • y ^ 


A8.g 


dar A{t] och B{t) aro arbitrara funktioner af (/) 


r = y(pTW^^ 

b =/ + yj _ yijzfjjrzrjs^ 
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Losningen (5) kan da skrifvas: 

( 7 ) A[t). 

Vi tanka oss b utvecklad efter potenser pa — och satta — = s, 

dar s betyder en integration med afseende pa tiden mellan en undre 
konstant grans, som vi bar lampligen satta till o, och en ofre grans 
lika med t. kan da sattes under formen af en potensserie i s, 
hvilken vi for dgonblicket beteckna med S| 3 ('r); den konstanta termen 
i denna serie ar i, och for j/ = o blifva alia koefficienterna utom den 
fbrsta noil. Vi anvanda vidare relationen 

hvars riktighet, fbr det fall att /(/) har derivator af alia ordningar, 
inses genom utveckling af efter potenser pa p, Losningen (5) 
kan darfbr skrifvas: 

Denna losning har nu en bestamd betydelse. Uen salisfierar for- 
melt ekvation (4). Fdr t=y dfvergiir den till 

c-xo/Ho). 

For t<.y blir den noil, under fdrutsattning att vi palagga A{i) vill- 
koret att vara noil for negativa t varden. Losningen utgores alltsfi af 
ett stromsystem med skarp front, hvilken fortskrider i riktningen fcir 

stigande x med den konstanta hastigheten 

Pa samma satt se vi, att den losning, som crhalles ur (( 3 ), innebar 
ett stromsystem med bestamd front, hvilken med samma hastighet 
fortplantas i riktning mot x = o. 

Det verkliga stromsystemet bildas af dylika losningar genom super¬ 
position. For att erhalla en losning, .som iir lampligfor diskussion och 
berakning vid langre ledningar, forfara vi pa foljande satt: 

Vid / = o erhilles ett utgaendc stromsystem fran x—o. Innan 
fronten hunnit till ledningens andra anda x = x^ maste detta strom¬ 
system vara detsamma, som det som erholles, om lednlngen vore 
oandligt lang. Vi bilda darfor det fbrsta ufgaende stromsystemet med 
antagande att Xi = 00. I det ogonblick strbmfronten intraffar i punk- 
ten X — Xj^, uppstar ett reflekteradt vagsystem, som fortplantas i 
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motsatt riktning. GramsvUlkoren vid ^ = blifva, att summan af 
strommarne, samt summan af spanningame i de bada vagorna i denna 
punkt aro lika med resp. mottagningsapparatens strom och spanning, 
hvilka skola uppfylla villkoret (3). 

Pa samma satt fS vi, dl den forsta reflekterade vagen nar punkten 
x = o, ett ^dra utgaende vagsystem. Adderas spanningame och 
likaledes stromstyrkorae i punkten x = o hos den reflekterade och 
den andra utglende vagen, fa vi en spanning och strom, som skola 
uppfylla villkoret (2), om vi satta £(t) = o. 

Vi infbra beteckningarne: 


( 8 ) 

och 


H=R-{.pL + 


pc 


(9) H' = JR;Jrpn+^,. 

Innan yi ga vidare skola vi nSgot uppehalla oss vid operatorrak- 
ning. Foljande satser kunna bevisas utan svarighet. 

I. Om 5 |S [s) ar en potensserie i operatorn s och om denna potens- 
serie betraktad sisom serie i j har en andlig konvergensradie, si ir 

5|3W/(^) 


andUga ^-varden, under forutsattning, 
att j\f) ar ^dlig for andliga /?-varden. * 

i I forutsattningar angaende potensserien 5 |S(j), som 


en hel funktion i t, 

III. Under forutsattning, 
ager foljaade relation rum: 




att .f{t) ar andlig for andliga if-varden 


hvarest 


n W/M = sp (o)/M + f/« - .) 

0 


^W = 5P(j)i. 


si ^ tvanna potensserier i operatorn s, 

(J)/W = (r).spi (j)/(^). 

V. Om /(/) ar noil ’for negativa #-varden, kan ordningen mellan 
en operator dar^ ar positif. och operatorsserien 5P(.) bytaTo“ 
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VI. Om /{i) ar noli Tor negativa ^varden, ager foljande relation 
rum for positiva y : 


e-py sp (^)/(^) = {o)/{t -y) + 


U 




hvarest 


U{s) = e-py^(s)-i. 

VII. Om 5 ^ ar en potensserie i ~ ager foljande relation rum 

sp ())«“/»=<"■'» (^4-4^*'’ 

gs kan afven innehalla positiva potenser pa p. 


Vi aterga nu till vart problem. 

Genom insattning af uttrycket (5) eller (7) for i uti det ursprungliga 
ekvationssystemet (i) finna vi foljande relation mellan v och i i den 
utgaende v&gen: 

(10) . = 


dar 

(H) 




> + '/t + A I / X '-i- [k 4 k) s- 

p k — li p X 4" (^’ — h) -s 


Z kalla vi ledningens karaktaristik i det variabla tillstandet. 

For en reflekterad vag d. v. s. en vag gaende mot punkten -v = o 
finner man pa samma satt relationen 


(12) v = —Z-i. 

Villkoret (2) kan skrifvas: 

— PH 

ur denna likhet och (10) fa vi for stromstyrkan vid x—O uttrycket 


(13) 


I 


Hit). 


... ar att betrakta sasom en potensserie i operatorn s. 
H Z 
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(14) 

eller 

(15) 


Sattes jy = o i (5) och (7) Anna vi: 

Den fbrsta utgaende stromvagen lean darfbr symboliskt skrifvas: 

I 


ii = 


ff+Z 


.£{() 




Den fdrsta reflekterade vagen kan symboliskt skrifvas 
’ = B{t), 

dar den arbitrara funktionen B{t) skall bestammas. 

Vid y skola fbljande relationer aga rum 

= Zii 

7 /, = -Zi\ 


AlltsS 
eller 

~ Z + ^ 
om vi namligen infdra beteckningen: 


‘ Z A- ff ■'! )> 


8 ' = 


Men for y —y^ ar: 


Z—H' 

Z-^-H'' 


i, = r-nt. 


och 

alltsa 


E{t) 


Z+H 
i\ = r^xB[t)-, 

Z-\- 


reflekterade stremv^gen fl vi saledes den symboliska 


(16) 




') i\ och beteckoa strSm och spanning i den reflekterade vdgen. 
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For den andra utgaende stromvigen fa vi pIL sainma salt formeln: 

(17) 4 = 

dar 

Z-H 

(18) 

e och e' kunna vi kalla reflexionskoefficienter i det variabla till- 
standet; slival e som e' aro potensserier i operatorn j. 

Af det foregiende fratngar omedelbart, hum de symboliska 
uttrycken for de olika strdinvagorna bildas. 

For att bilda den verkliga stromstyrkan vid en tidpunkt t i en 
punkt af ledningen hafva vi forst att undersoka hum manga vag- 
system, som hunnit bildas under tiden t. Om t. ex. 

t= nj/j^ +jV2 

hafva vi n eller « + I vagsystem beroende pS, oni j)/>- eller 
Darefter beraknas stromstryrkorna i dessa vagsystem for tiden t och 
punkten y. Adderas de sa erhallna strdmmarn«’ erhilllas den verkliga 
stromstyrkan. I manga praktiska fail iir dampningcn :l ledningen sii 
stark, att endast den forsta utgaende och den fbrsta reflekteradc striini- 
viigen behofva medtagas. 

For att bilda den symboliska Idsningen ha vi endast att beteckna 

y sasom dampningsexponent, motstand for utgjiende stnini 

och 8 och e' s^om reflektionskoefficienter. 

Vi skola nu visa, huru ofvergilngeii friin symbolisk form till en 
form, som ar lamplig for kalkyl, sker. 

For att fixera problemet vaija vi da den utgaende strdmvagen. 
Vi infora forkortningen: 

( 19 ) 2 («— +y =yn- 

Den symboliska formeln for 4 ar: 


Operatorn 


g-yvn . • (e'e)"-' • if {t). 


z+ii 


(s'e)""* 


kan, med undantag af ett fall, alltid skrifvas under formen: 
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<Pn(/)i+l| 5 «(/), 


dar (pn och i|)n aro rationella i p af graden noli eller af negativ grad. 
Vi infdra beteckningarna: 


(20) 


?«(/)•-£ W=/nW 

t|)„ = 

^•/nW+^nW =!;„(/) 


fn (/) och (/■) kunna erhallas i sluten form. 

Vi kunna namligen uppdela (p„ och i|)„ i partialbrak. 
Om 


fi vi direkt: 

A 


I n , b 


{e-^*JE{t) dt + L £(t) dt + - 

Jo Jo 

Vi kunna darfor anse [t) och (/) sasom bekanta funktioner af b 
Vi skrifva in under formen: 


4 = e~-^yn-e-pynM 
Tillampas teorem VI erhalles: 


2 -/" W +^'> w] 


(21) 

Har ar: 

(22) 


fn [t-y^ + {t—y) 


ds. 


Uy^[i) = e-'nn.'L.i 

^4 (^) = . I . 


'«P- »ch .,pSO- 

g I puokten y. hos M oSodligt ling lednmg, dS afaSndningsanord- 

Var narmaste uppgift ar at bestamma och U . 
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Tillatnpa vi teorem VII kunna vi skrifva: 


(/) = l/.J ^ 


fp — h 

p-^h 




yi _/! 3 v« 


Om vi forlanga med I — ks och med iakttagande att (i 
erhalles: 


yi — AV'* 


Utfbres operationerna firmer man att: 

--=^rrr=.-r I = 4 A^f) . 

Vidare ar det latt att bevisa att: 

^*%.4(/A^) =- 4 (/A 1//“*^-/;;)• 
Vi kunna darfor skrifva: 


c/i w =- y _ y/«(//! 


Vi skrifva forkortningsvis 


/o (zA -j/S) = /„. 

Med fornyadt anvandande af teorem VII fii vi: 


7, (<)= y ' L «4 +(i - /I) j » ”/.<* 


eller, da vi ha att satta /o noli for tc^yn 


u,{t) =--y A "'4 I- ■"■'4 • 


(24) 
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(t) ar, sasom forut blifvit namdt, den utgaende stromvagen a en 
oandligt lang ledning, nar afsandningsanordningen endast bestar af ett 
konstant batteri utan motstind och med elektromotoriska kraften i. 

(/) ar den motsvaranda spanningen. Genom insattning af J 7 ^ (t) for 
i i ekvationssystem (i) erhSlles: 

I ' S ) ''-<'1 = -^ 

Infbra vi de erhallna uttrycken for C 4 (^) och 17 ^ (^) i formein fSr 
*n, fa vi slutligen: 


1: 


yn 


(26) 


= +£n{i—yn) 




Vi hafva bar erhallet ett uttryck for den utgSendn stromvagen 
i sluten form. 

For att forenkla en forberedande diskussion valja vi emellertid en 
annan form. Vi kunna nemligen afven skrifva t'n under den symboliska 
formen: 

in = e-yynr,n[t), 
dar 

finna en sluten forniel. 

for tillfallet lamna vi emellertid denna sak at sidan. 

Med samma satt att ga till vaga, som vi nyss anvandt, erhiilles; 

(28) 4 = ^ • 

yn 

For den fdrsta utgaende stromvagen fa vi formein: 

Ki {i —J>) - {( _ s) ^ ds 


(29) 

dar 
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For y = o blir = o, hvarfor motsvarande stromstyrka blir: 

ho = W- 

(^) ar alltsa stromstyrkan vid ledningens borjan. 

Strom sty rkan i en punkt af ledningen bestar af tvenna delar. Den 
forsta '"^^1 (^—ar lika med den utgaende stromstyrkan forflyttad 

med hastigheten I- utefter ledningen och dampad enligt formeln e' 

{cl 

eller Dampningsexponenten p ar alltsa: 

Denna f5rsta del ar salunda en vag, soni forplantas utan *distortion« 
Den andra delen af stromstyrkan, naniligen 



iir noil for alia jy-varden storre an t ; daremot finues det ingen del af 
ledningen, dar y fSr hvilken denna stromstyrkekomponent blir 
noil. Uttrycket representerar alltsa en strdmvag med bestamd framre 
vfigfront, diir dock stromstyrkan stiidse iir noil. Denna del af strom¬ 
styrkan innebar en »distortion« af den utgaende strSmv&gen. 

For det fall att h — o, eller 


blir emellertid 


.V, 


0 .. 




- o. 


hvarfiir den distortionbildande delen af strom- 


viigen fdrsvinnar. Detta ar, som bekant, Heavisides ideella fall. 

_g-kz^.h. ar alltid positif. Om KiW ar en periodisk funktion med 

medelvfirdet noil blir darfdr »distortion* mindre i samma man, som 
antalet perioder per sekund blir storre. 

Stromvagen i sin helhet bar en stel framre front, som dampas 

under det den fortskrider med hastigheten • 

yd 



no 
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Strommens styrka i vigfronten erhalles genom att siitta 
Beteckna vi denna stromstyrka med fS vi: 

Denna strom minskas alltsS exponentiellt med dampningsexponeiiten 

p = iyr/=^yr/.{^+?-}. 


4 (o) erhSJles genom att 


satta j = 0 och multiplicera 


Z^-H 

med ^(o); Ty for ^ = o falla alia integraler bort. 

Ar darfbr £ (o) = o blir stromstyrkan i vagfronten alltid noil. 
Stromstyrkans varde bestammes siledes af det varde elektromotoriska 
kraften bar, i det ogonblick den inkopplas. 

Vidare ar: 


Z^H 


i/ / i/i +(i“+7/)^ j . s 
\ C \' T+ik-Afs + ^ + 


= s ■ 


L + 


Jis + ^1^ ]/Z‘|/.l.+ -I" • 

^ y c I' I + lk — Ji). 


Af detta uttryck framglr, att, om L icke ar noli, blir „ * ,, lika 

Z Y H 

med noil for j = o eller med ord uttryckt: Om afsandningsanordningen 
har sjalfinduktion blir stromstyrkan i vagfronten alltid noil, hvilket 
varde an £(o) har. Samma galler naturligtsvis om stromstyrkan vid 
ledningens boijan. Den stiger ocksi frin vardet noil. 

Om elektromotoriska kraften vore impulsartad, sa att dess varde 
vore oandligt stor, men af s& kort varaktighet, att s-E{f) blir andlig, 
fa vi en stel vigfront med andlig stromstyrka. Stromstyrkan i vag- 
fronten blefve di tydligen: 



For att undersdka huru hastigt stromstyrkan stiger i vigfronten 
satta VI 1 utttycket for f, t = x^y, dar t ar en liten kvantitet. 



OM telegrafistekvationen. 


Ill 


Vi fa for delta /-varde 

r 

[t] + ki (t + ""-'a = 

^ 11 

Utelamnas termer af hogre ordning i t, kunna vi skrifva 

0 

Tangenten for den vinkel, som stromvagen bildar vid fronten, eller 
stromstyrkans 6kning per sekund blir darfdr 

T L 

Stromstyrkan okas sdledes i vagfronten pft samma satt som i cn 
sluten krets bestaende af en konstant elektromotorisk kraft E{o) och 
ett motstand med sjalfinduktionskoefficienten L. 

Om L jir noil, antager stromstyrkan vid ledningens bdrjan ogon- 

blickligen vardet 

|/f 

och stromstyrkan i v&gfronten blir: 

A uu ' ' 

Vi skola slutligen nfigot undersoka, huru viigfrontcn iindras genom 
reflexion vid mottagningsandan 

Vi antager da, att afsandningsanordningcn iir utan sjiilfinduktion, 
men att mottagningsanordningen bar sadan. Den reflekterade strom¬ 
styrkan erhSlles genom at multiplicera den inkommande med. 

^ Z+H' 

Den reflekterade vagfronten erhalles om vi i s' satta ^ = O och 
multiplicera s' med den inkommande vagfronten. Vi kunna skrifva 
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H. PLBCTEL; OM TELEGRAnSTEKVATIONEN. 


d 

l//i 

r c 1 


UJr{k-H)s 

S 

^^1 

1 r' 1 P'. . 

f i+{k — A)s^^ 


sattes har j = o, ft vi s' =_i. 

Den reflekterade stromvagens vagfront blir darfor: 


- -ff) . 



Den fBrsta i mottagningsanordningen ingaende strommen blir dar- 
Tdr noil. (Den ingSende strommens styrka erhilles genom att addera 
strQnmien i den inkommande och den reflekterade.) 

En undersdkning visar at str&mstyrkann dkning per sekund i mot- 
tagningsanordningen blir: 





L' 


Skulle Iterigen mottagningsanordningen vara utan sjalfinduktion, m' 
rdr o: 

yi-R 

e' = Ll_ 

Den reflekterade vSgens strdmfront blir i dette fall: 


ff) , 



och den i mottagningsanordningen inkommande strommen borjar med 
vardet 


l/T 



OM DE ViERDIER, DEN RIEMANN’SKE 
FUNKTION X,{ci + tt) ANTAGER I HALVPLANEN 

(j>i. 

AS 

HARALD BOHR. 


D en Riemann'ske Zetafunktion 5{f) = (^(0 + *^), der jo som bekendt 
er en i hole den komplekse Plan meromorf Funktion med den 
eneste Pol i, defiaeres i Halvplanen 1 ved den absolut kon- 
vergente Rskke 

n 1 

Heraf udledes umiddelbart, som allerede bemsrket af Euler, den 
ligeledes for O > i gyldige Fremstilling 

u.)=.n(-;)’ 

p 

hvor p genneml 0 ber alle Priratallene 2. 3, 5, 7, •••*, eller anderledes 
skrevet 

(0 

n=-l 

hvor /n betegner det »*“ Primtal. 

Af dennc ll^-Funktionens Produktfremstilling folger umiddelbart, at 
den for <j;> i reguleere Zetafunktion i denne Halvplan c(> i for- 
skellig fra 0. 

Derimod antager Zetafunktionen, som jeg nylig bar bevist, i Halv¬ 
planen 0 > I numerisk vilkaarlig smaa Vaerdier, d. v. s., til ethvert 

8 
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baraldbohr; 


selv nok saa lille e > o svarer der et Punkt Sq beliggende i Halv- 
planen tf > i, for hvilket 

KWI<e. 

Jeg skal nu i dette Foredrag bevise, eller rettere skitsere Beviset 
for folgende langt videregaaende Saetning: Zetafunktionen antager i 
Halvplanm d > i aUe Vardier undtagen o, og den antager enhver 
fra o forskellig Veerdi endog ttendelig mange Gauge. 

Beviset for denne Saetning falder naturligt i tre ret adskilte Dele, at 
hvilke jeg nu skal gaa over til at skitsere den forste. 

Idet 

— piT* — 

kan den for (J> i konvergenteProduktfremstilling (i) skrives saaledes: 

00 

Ural 

hvor pn = 5t — / log/n. 

er altsaa Modulen, p„ Amplituden til —/-*. Amplituderne 
•••• er her alle Funktioner af den ene uafhaengige 

Variable t. 

Jer ser nu forelobig bort fra, at alle p"“ er Funktioner, af den 
ene Variable /, og taenker mig forelebig p"™* vaerende fuldkommen 
uafhsngige af hverandre; med andre Ord, jeg betragter fdrst det 
almindeligere Produkt 

00 

( 3 ) F(a, (pi, 9 „ • • • •, (p„, .. ■ •) =J|^ (i + e‘fn), 

hvor <p“™ er af hinanden fuldkommen uafhaengige reelle Tal, eller, 
hvad der ojensynlig kommer ud paa det samme, er af hinanden fuld¬ 
kommen uafhaengige reelle Tal, alle beliggende mellem o (incl.) og 
251 (exd.). 

Dette Produkt er altsaa en Funktion af de uendelig mange uaf¬ 
haengige Variable o, <Pi, (pj, • • • •, 9 ^, • • • • (jeg har derfor betegnet det 
med F{(S, 9 j, 9 ^, • • • •, 9 n, • • • •)), medens Produktfremstillingen ( 2 ) for 

^ er en Funktion af kun de to reelle Variable o og t. 
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Idet Raekken med positive Led 

OO 

ii=»l 

som bekendt er konvergent for <J>i, er Produktet (3) stedsc kon- 
vergent (endda absolut konvergent), naar blot cJ>-i, hvilke reelle 
Vaerdier jeg end tillaegger <Pi,9j, • • • •■ <Pn, • • • "i og det er umiddelbart 
klart, at den for d > i definerede Funktion (3) stedse er forskcllig 
fra o. 

Jeg vil nu fiarst bevise, at denne almindeligere Funktion 
F{(i, 9^, 9j, • ■ • -1 9ni • • • •) antager enhver fra o forskellig Vaerdi, d. v. s., 
jeg vil bevise folgende 

Hjaslpesaetnlng. Lad js o vare givet; der existerer da et Tal 
I og en reel Talfalge 9 ^, 9 ^, • ■ • 9 n. • ■ • • saaledes^ at 

00 

J^(i +fi,i-°e‘Vn) =e. 

n«l 

Bevls. For Simpelheds Skyld vil jeg her antage, at s ikkc er 
reel. (Tilfaeldet s reel kraever en saerlig, iovrigt ikke vanskelig Under- 
s0gelse). Lad i den komplekse Plan (se Figuren) Punktet 0 vsurc 



Nulpunktet, Punktet JS svaro til Tallet i, og Punktet Z svare til det 
givne komplexe Tal e. Jeg traekker da Halvllnien L fra Punktet li 

8 * 



Il6 HARALDBOHR: 

gennem Punktet Z og definerer, for cJ> i, en til denne Halvlinie 
h0reiide Funktion/((J) gennem Ligningen 

00 

/(<j) = ;f'(<j, (Pi, • • • •, f„, • • • •) (l +/n-“ f'’’"). 

nar-1 


hvor de i Froduktet indgaaende reelle Tal (pi, <p*, • • • •, 9n,' • - • er a-f- 
hsengige af d>' i og paa felgende Maade bestemmes som Funktioner af O. 
Lad 0 > I v®re fast. Jeg betragter da forst den forste Faktor 

(i 

Varierer <p^ her fra o til 2n, gennemlober det Punkt, som i den 
komplekse Plan svarer til Tallet i + A”“ 0jensynlig en Cirkel med 
Centrum i £ og Radius Lad Pj vaere denne Cirkels Skmrings- 
punkt med Halvlinien Z. Jeg vselger da (p^ lig Vinklen fra 0 £ til Z; 
efter dette Valg af (p^ vil da det Punkt, der svarer til Tallet 

Pj = I -|- 

netop vaere Skaeringspunktet J\. Efter at <Pi hermed er fastlagt, 
betragter jeg nu Produktet af de to forste Faktorer 

(I (I = PiV»» (I 

Varierer (p, her fra o til 2n, genneml0ber det Punkt, der svarer til 
Tallet 

ojensynlig en Cirkel med Centrum i Punktet og Radius Pi-Pg”". 
Lad Pj vaere det paa Figuren angivne Skaeringspunkt mellem denne 
Qrkel og Linien Z (d. v. s det Skaeringspunkt med st0rst Afstand fra 
Punktet £). 

Jeg vmlger da 9, lig Vinklen fra OP^ til Z. Dette Valg af 95, 
er ejensynlig truffet saaledes, at det Punkt i den komplekse Flan, der 
svarer til Froduktet 

(I 

netop bliver Punktet P,. Paa denne Maade fortsaetter jeg, bestemmer, 
efter at 9^ og 9, nu er fastlagte, 9, saaledes, at det Punkt P„ der 
svarer ti) Produktet af de tre forste Faktorer 
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OM DEN RIBMANn’sKE FUNKTION IJtei + H) I IIALVPLANEN <»>1. 

(I ■ I +A +A 

ligeledes falder paa Linien Z, o. s. f. Paa denne Maade bestemmea 
successivt alle Tallene qj^, <pj, • • ■ *1 tp«» * ■ * ■> j*E saetter da, som 
ovenfor sagt, f (fl) lig det uendelige Produkt 

00 

J][(i 

ilal 

hvor 91, <Pj, - • • <Pbi • • • • er bestemt paa den ovenfor omtalte Maade. 
Dette Produkt er, paa Grund af (J>t, konvergent; folgelig naermer 
det Punkt in, der svarer til Produktet af de n f0r3te Faktorer, sig, 
naar « vokser i det uendelige, til et bestemt Graendsepunkt i^ nemlig 
til det Punkt P, der i den komplekse Plan svarer til det gennem det 
uendelige Produkt 

00 

J][{i +A "f'f") 

n^l 

bestemte Tal /(b). Da, for alle «=i, 2, 3 ••••, P„ Ugger paa 
Linien Z, maa Graendsepunktet P ogsaa falde paa Linien Z. 

Hermed er Produktet /(<J) og dermed det tilsvarende Punkt i den 
komplekse Plan bestemt for alle (J>-1. 

Varierer nu fra +00 til i, bevaeger Punktet P sig paa Halvlinien Z, 
og man kan let vise, at Punktet P under denne Variation af d kon- 
tinuert gennemldber hele Halvlinien Z bevaegende sig fra Punktet B 
ud i det uendelig fjerne. F0lgelig maa for en vis Vmrdi af d>i 
Punktet P falde saramen med det givne Punkt if, d. v. s. der existerer 
et vist Tal <J > i saaledes, at /(d) = s. Hermed er Hjaelpe.saBtningcn 
bevist, d, v. s. det er bevist: Til ethvert Tal n o svarer der ct 
reelt Tal d>» i og en reel Talfelge 91, 9g, • • • •, 9n, • • • • saaledes^ at 
Produktet 

00 

+ fia-” d'fn) =- 0. 

n—1 

Hermed er den forste Del af Beviset fuldfort. 

Jeg gaar nu over til at skitsere den andcn Del af Beviset, der kan 
betegnes som Overgang fra Produktet 



bakahdbohr: 


ii8 


hvor <p*“* er vilkaarlige reelle Tal, til Produktet 

hvor n*™ alle er Funktioner af den ene reelle Variable t. 

Lad ; 8 t 4 = 0 vaere et givet Tal; vort Maal er jo da at bevise 
Eksistensen af et Tal jj = Oj -j- for hvilket Oj >■ i og {sq) = s. 

Inden jeg gaar over til at fore Beviset herfor, vil det imidlertid 
vaere nodvendigt forst at bevise folgende mindre udsigende Sastning: 

Lad 4 = o der eksisUrer da en saadan paa den reelle 

Akse vinkelret Lime d = (j(„ hvor cfo>J, paa denne Linie 

komrner vilkaarlig nar HI a, d, v. s. saaledes, at Uligkeden 

KK + *) — «|<8 

for ethvert s > o har en reel Lesning t = t^, 

Dette bevises saaledes: 

Til det givne Tal a 4= o bestemmes, hvad der i Folge Bevisets 

forste Del er muligt, et reelt Tal dj og en reel Talfolge tpi, -, <p„,- 

saaledes, at 

00 

noil 

Jeg paastaar da, at det herved bestemte Tal Oq opfylder den 
stillede Fordring, d. v. s. at X, (j) paa Linien d = dj kommer vilkaarlig 

naer til a, eller, som jeg her hellere vil udtrykke det, at paa 

Linien d = d, kommer vilkaarlig n®r til !• Hvis jeg kunde bestemme 

et reelt Tal t saaledes, at, for alle «= i, 2,-, Tallet p„ = ji — / log A 

var lig med det faste Tal (p„, vilde for dette / 

00 

?(d,+*v) =ri ^ 



OU DEN RIEMANN’SKE FUNKTION ?(«+«) I HAl-VPLANBN «> 1. 


" 9 , 


v®re najagtig lig med — > og jeg vilde da umiddelbart vaere fserdig. 

At bestemme et saadant t er imidlertid i Almindelighed ojensynlig 
ikke muligt. thi dette ene Tal t skulde jo tilfredsstille uendelig mange 
Ligninger, nemlig samtlige Ligninger 

jt —^log/n = «Pii (»=l, 2, 3,-). 


Derimod kan jeg, idet jeg benytter en Smtning fra de Diophantiske 
Approximationers Teori og paa ret karakteristiak Maade gar Brug 
af, at de i i;-Funktionens Produktfremstilling indgaaende Tal /n nctop 
er Primtallene, bevise, at det til ethvert selv nok saa start hclt Tal N 
og ethvert selv nok saa lille Tal e>o er nmligt at bestemnu et 
Tal t saaledes, at Uligheden 

1P„ —q>j.l<e 

er opfyldt for alle « = i, 2 • • • • AT; med andre Ord, jeg kan be¬ 
stemme et Tal t saaledes, at, for et vilkaarligt stort Antal N, de N 
forste Starrelser |jii, fi*,-, Hn afvigcr vilkaarlig lidt fra de givnc Tal 

9ii *Pi»-• 'PW' 

Men heraf falger let, at 

/UbI 

kommer vilkaarlig naer til det givnc Tal thi jeg behaver blot fors 
at bestemnae N saa stor, at Restprodukteme 


n^N+1 n^+1 

ingen Rollc spiller, og dernsest at vfelge / saaledes, at 

N 

YJ(I 

nas.1 


N 

Jl^l 


ligger vilkaarlig n*r ved 
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hvad jeg ajensynlig lean opnaa ved at vaelge t saaledes, at, for alle 
« = 1,2 •... afviger vilkaarlig lidt fra det givne Tal <p„. 
Fcflgelig lean jeg ved passende Valg af t bringe 

00 

RbbI 

vilkaarlig naer til 

00 

men dette sidste Produkt er jo netop lig med det givne Tal -• 

Hermed er den anden Del af Beviset fort, d. v. s. det er bevist: 
Svarende HI eikvert a 4: o eksisterer der et Tal 0 ^ > i saaledes, 

^ ? ('^) paa Ltnten o = Og kontmev vtlkaatlig tusr HI e, d, v. s. saa¬ 
ledes, at 

paa Ltnien eJ = o, antager numerisk vilkaarlig store Veerdier. 

Jeg gaar nu over til den tredie og sidste Dei af Beviset, nemlig 
til at bevise: antager i Halvplanen 0 > i enkver fra o forskeUig 

Veerdi g. 

For Simpelheds Sleyld vil jeg her antage s =j= i (Tilfeldet g = i 
krmver en smrlig fovrigt ikke vanskelig Behandling) Lad os antage 
Satningen urigtig d. v. s. lad os antage 5 (j) 4 = ar for <J > i ; jeg vil vise, 
at denne Antagelse forer tii en Modstrid. Jeg betragter Funktionen 




Da i F0ige vor Antagelse « for «> i, er denne Funktion 
regular for 0 > i. * ' ' 

1 ^°‘‘.***®^®*'kelig store o, ^(j) begrandset (d. v. s. 

1 ^ WI ^ Konst.), da limX(ir) ~ i og a 4 - 

Derimod eksisterer der i Folge Bevisets anden Del et Tal Og > i 

saaledes. at Funktionen = ikke er begrandset paa selve 

nTl-eksisterer der et Tal 0,>i (bestemt ved et 
Dedektn^k Snit), saaledes at g{s) er begrandset for CJ>(J, +8 
denmod ikkc begraendset for (J>di —s. ^ ’ 
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Heraf folger imidlertid ved Hjaelp af kendte Scetninger fra den 
nyere Funktionstheori, at Funktionen for — e heller ikke 

kan vaere begraendset nedadiil^ d. v. 9. at £‘{s) for cS> — e antager 
numerisk vilkaarlig smaa Vasrdier. Men dette er ojensynlig ikke 
Tilfaildet, thi, idet e taenkes valgt saa lille, at dj —e> i, er som 
bekendt X(j) begraendset for d>di — b, d. v. s. der eksisterer en 
positiv Konstant K saaledes, at 

\l{s)\<K for d>di-e; 


f0lgelig er for d > d^ — s 


kwi = 


Us )-8 




d. V. 3. antager ikke numerisk vilkaarlig smaa Vmrdier for 

<j>di —e. j 

Vi er saaledes f0rte til enModstrid. Vor Antagelse = 

regular for <J > i, d. v. s. i; (^) ^: xr for cf > i maa f0lgelig have varet 
urigtig, d. V. s. X, (s) antager t Halvplanen CJ ^ l enhver fra O for~ 
skellig V(Brdi^\ 


') Anganeiido de nnmerQ Enkclthcdcr ved del oven for skilscredo Bevis ligoBom 
angaacnde Bcvisel for, al ?-FunktJoncn i Halyplancn ^ > i anleger enhver fm o for- 
Bkellig Vserdi endog mptddig mange Gange^ skol jeg hcnvise til en Af handling: 
Cfbtr das Verhalien vonX^is) in der I/aibebene i, soin snaresl vil fremkomine i 
»Nachrichtcn d, Kgl. Gcs. d. WiaBCDBch. zu Gdltingcnc. 




EXT AXIOMSYSTEM FOR DEN EUKLIDISKA 
GEOMETRIEN. 

Al' 

T. BR0D]£M. 

1. F(5r ca. 20 ar sedan (1890) uppstallde och publicerade jag ett 
geometriskt axiomsystem'), som bade genom den alltnanna tendensen 
och genom oJverensstammelsc i vissa detaljcr erbjudcr berQringspunkter 
med senare framkomna axiomsystem, sasom dot bekanta af Hilbert 
samt af Veronese, Fieri, B. Ln>i m. fl. Mon min publikation blef belt 
nalurligt Toga bekant, dii den placerats i en avensk pedapgisk tid- 
skrift. Jag skulle dock tro, att den rdrtjiinat atminstone nagot storre 
uppmarksamhet, alldenstund det dhri angifna axiomsystemet, trots alia 
beroringspunkter med senare uppstailda system, dock i forhSllande till 
dem intager en ganska bestamd sarstallning. 

Dii jag nu ber att (or kongressen fil redogdra fbr mitt system, bor 
jag pa forliand nHmna, att jag i vissa afseenden nu ger det en annan 
och, som jag tror, battre form an den ursprungliga. 

Den fdrsta grundtanken i dot heia ar den, att soka reducers de 
spccillkt geometriske grundbegreppen till begreppet punkt samt ett 
begrepp, som innebar den minsta mdjliga ansats till ett afstandsbegrepp. 
Och detta senare kan knappast blifva nSgot annat an begreppet om 
likhet i afsttmdfr&n cn och samma punkt, eller som vi for korthets 
skull vilja saga, omedelbar afst&ndslikhet. Och med denna utginp 
punkt skola vi soka uppstalla ett i mdjligaste matto enkelt, naturligt 
och homogent system af axiom, hvilka dessutom hvar fbr sig aro 1 
mojligaste matto empiriskt evidenta. Om betydelsen haraf, sarskildt 

Ora georactricQS ])rmciper. retlngogiak lidsskrifl. llalmsLftd 1890. 
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T. BRODiN; 


hvad angir den nSLmnda b^reppsreduktionen, skall jag efterit gdra 
nigra korta anmarkningar, men dfverglr nu direkt till redogdrelse for 
axiomsystemet i friga. 

2 . Det odefinierade begreppet, att punktema A och B hafva 
samma afstind frin en tredje punkt P, tecknas symboliskt 

AP= BP [eUer PA - PB], 

Kan till detta begrepp omedelbart ku3d2is nigot axiom ? Ja, det fol- 
jande, som mi benamnaa; 


I. Fundeunentalazlom. 

Axiom I. Om aP = BP, CP^BP, si ar AP= CP, eller i ord 
uttryckt: det galler vid omedelbar afstindslikhet, att de som aro lika 
med ett och samma, aro sinsemellan lika. 

Ett omedelbart koroUarium haraf blir: de som iro lika med lika, 
aro sinsemellan lika. 

8. Enligt sakens natur ligger det nu nirmast till hands att s6ka 
vinna en definition ph det allmdnna begreppet ufist&ndslikhet, AB = CJD, 
En sidan skulle ju mojligen kunna formas sihSr: AB= CD, om det 
existerar ett antal punkter . P„, sidanna att 

AB = P^B, BP^ = PjPi, ^...,P„C= DC. 

Ett sidant sStt att stalla saken skulle dock sakerligen medfbra en 
betydlig komplikation. Men man kan i stallet gota si, att man i 
fbrsta hand definierar afstindslikheten inom nigot lampligt partial- 
system, dar fbrhillandena iro jamfbrelsevis enkla, och darefter uppstiger 
till den fullt allmangiltiga definitionen. Detta kan ske genom fbljande 
system af 


II. Axiom, som mOjliggdra det allmSnna begreppet 
^stindsUkhet. 

Axiom 2. Orten for en punkt P, sidan att PA = PB [di A och 
B aro tvi gifna punkterj, ulgdr mer an en punkt. 

Definition i. Denna ort (= detta punkts}rstem) benamnas ett plan i). 

*) DenM definition Br, aom beknnt, af Rammalt datum. Den fSteslogs bl. a. redan af 

Lelbnlta. Likaifi den motsratande.fSr iBU linien. 
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Axiom j. Motsvarande m&ngd inom ett plan utgor tner an en 
punkt. 

Dejimtion 2. Denna punktmSngd benSmnes en rat Itnie. 

Axiom 4., Det motsvarande inom en rat linie utgSres af en enda 
punkt^ aom ar skiljd frln bide A och B (hvadan alltsa en rat linie 
bestir af minst tre punkter). 

Definition j. Denna punkt kallas mtdifunkten till A och B. 

Anm. I och genom Ax. 3 och Def. 2 ir tydligen fdrutsatt, att 
hvarje rit linie ingir som' bestindsdel i itminstone nigot plan. 

F 6 rs 6 kom nu definiera det allmanna begreppet afstindslikhet i 
friga om punkter p& en riit linie. Man skulle fSr detta indamil nog 
kunna anvinda det ofvannimda interpolationsfbrfarandet i specialicerad 
form, namligen si, att de interpolerade punkterna (/i, • • • •) alia 

utom en forlades pi linien (blott vid speciella ligen fdr A, B, C, D 
skulle de alia kunna tillhbra linien). Men ett sidant fdrfarande skulle, 
om ocksi mdjligt och kanske ur vissa synpunkter intressant, nippeligen 
vara gagneligt fbr enkeltheten och elegansen i hela axiomsystemet. 
Men man kan i stallet forma definitionen si, att vid densamma endast 
punkter ph linien komma i betraktande, nimligen belt enkelt pi fBl- 
jande sitt: 

Definition 4. Pi en rit linie AB = CD, om paren A D och 
B, C eller A C och B, D hafva sarnma midtpunkt. 

Hirtill fogas genast: 

Axiom s- Pi en rSt linie aro de afatind lika, som Sro lika med 
ett och samma. 

Till detta begrepp skola vi nu soka iterfSra det fullt allminna be¬ 
greppet afstindslikhet. Hirfor erfordras tvinne nya axiom. 

Axiom 6. Genom tvi punkter hvilka som hilst gir alltid itmin¬ 
stone nigon rit linie (och siledes ochsi nigot plan, se anm. efter 
axiom 4). 

Axiom 7. Om P ir en punkt pi en rit linie, och A en punkt 
utanfdr linien, si finnes alltid itminstone nigon punkt B pi linien, 
sidan att BP = AP. 

Nu kan definitionen i friga formuleras pi fdljande sitt: 

Definition 5. Tvi punktpar A B och C, D vare gifna. Man fdr- 
binde en punkt i det ena paret med en punkt i det andra, t. ex. A 
och C genom en rit linie (ax. 6 ). Pi linien tagas sedan tvi punkter 
H och K si att HA = BA, KC= DC (ax. 7 )- di (enl. def. 4) 
ha = KC, si ir ifven AB — CD, 

Sisom axiom miste ifven nu tillfogas: 
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Axiom 8 . Det galler fullt allmant, att de afsl&nd, som ato lika 
med ett och samma, sinsamellan lika. 

Af def. 4 och ax. 8 framgir s&som 

Korollarium Om vid gifna punktpar A,B\ C,D det i def. S an- 
gifna forh&llandet intraffar, da den forbindande linien valjas pi ett af 
de 4 mdjiiga satten och vid ett bestamdt val af punkterna H och K^ 
si intraffar detsamma vid hvarje annat val af hjalplinien och af 
punkterna K, 


4 . Harmed Sr det fullstandiga -begreppet afstindslikhet fardig- 
bildadt, Och darmed ar i sjalfva verket en ganska betydlig del af 
axiomsystemet fardigt. De axiom, som ytterligare behofvas, aro af 
mycket enkel natur och utgora svar pi vissa frigor, som nu af sig 
sjilfva framstalla sig. Man kan lampligen dela dem i grupper pi fol- 
jande sitt. 


III. Axiom fOr individualisering af rat linie och plan 

(utgdrande en del af Hilberts »Axiome der Verknupfungi), 

Axiom p. Genom tvi (olika) punkter gir aldrig mer an C7i rat 
linie (men' enl. ax. 6 alltid en). 

Axiom IQ, Den rata linie, som gir genom tvi punkter i ett plan, 
Hgger helt och hillet i planet. 

Axiom II, Genom tre punkter, som ieke ligga i en rat linie, gar 
alltid ett men endast ett plan. ’ 


IV. Symmetriaxiom. 

Under denna benamning kan man sammanfatta tvanne axiom, sotn 
i viss mening innebara en omvandning af de genom axiomen 2, 3, 4 
och definitionema i, 2 faststallda fdrhillandena, och som kunna formu- 
leras pi foljande satt. 

Axiom 12, Hvarje punkt M pi en rat linie bestammer en entydig 
symmetrisk (tinvolutoriskc) motsvarighet, vid hvilken motsvariga af- 
stind aro lika, och M ar den enda sjalfmotsvariga punkten. 

Alim, Pi grund af def. 4 ar detta fullkomligt likbetydande med 
fbljande: om M och A aro tvi godtyckliga punkter pi en rat linie, 
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si finnes det en men endast en punkt B, sidan, att M ar midtpunkt 
till A och B. 

Axiom /?. Hvaije rat linie i ett plan bestammer cn entydig 
involutorisk punktmotsvarighet, vid hvilken motsvariga afst&nd arc 
lika och liniens alia punkter men inga andra aro sjllfmotsvariga. 

Axm. I. Delta innebir Ibljande: om i ett plan L Ir en godtyck- 
lig rat linie och A en godtycklig punkt utanfdr linien, sa finnes det 
en och endast en punkt B i planet, sadan att BP=AP, om P Ir en 
godtycklig punkt pi L. Men dette inneblr Innu icke (atmmstone 
icke omedelbart), sit AC =BB, om B i denne mening motsvarar A, 

och B i samma mening motsvarar C. 

Aim. 2. En analog sats galler afven fbr planet och hela rymden. 
Men den b6r ej uppstlllas som axiom, dl den fdljer af vira bfriga 
axiom. 


V. Kontmuitetsaxiom. 

Vi hafva att efterstrafva ett medel att klassificera de oUka punk- 
tema i rummet, och narmast pi en rlt Unie genom deras olika rela- 
tioner til fasta punkter. Bit fast punkt Ir havid icke tillracklig: man 
kommer dl blott till den nyssnlmda symmetrien. Annorlunda om 
man utgir frin fasta punkter, och dirigenom kommer i tilirdllc att 
anvanda flere olika symmetrier. Lit 0 och P^ vara tvl punkter pii 
en rlt linie. Dl Sr enl. ax. 12 midtpunkt till O och en bcstlmcl 
punkt i=i, vidare P, midtpunkt till P^ och P^ o.s.v. Den hlrmed 
angifna proceduren ml korteligen kallas »auccessiv symmetribildning* 
eller, med vanligare uttryckssltt, »successivt afsattande af lika stora 
styckenc. Tvl fall aro nu tankbara: denna procedur leder fdrr eller 
senarc tillbaka till utgingspunkten O, eller icke. Vi konstatera nu 
det senare, d,v. s. uppstllla axiomet: 

Axiom 14.. Vid »successiv afslttning af lika stora stycken* Iter- 
kommer man aldrig till utgingspunkten (intet Pn sammanfaller med 0). 

Anm. Delta blir den form, hvari det s. k. Archimediska axiomet 
nu kommer att upptrlda. Harvid maste anmarkas, att vi har tydligcn 
komma i kontakt med den nagot omtvistade fragan om de hclatalens 
begrepp. Axiomets ofvanstlende formulering ansluter sig till den 
uppfattning af talbegreppet, som grander sig pa principen »fran « till 
« + i«. Och jag stannar Itm. fdr tillfallet vid denna formulering, 
med reservation fbr mbjligheten att ordna saken pa annat sltt^). 

Den formulering, som ffirekommer i min skrlft frOn 1890, fmner jog nuniera vara 
otillfredsslfiJlandc. 
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Liter man emellertid punkten 0 betecknas med o, punkten oied i, 
kommer hela det erhillna systemet 0, i\, /*,••• * att motsvara den 
positiva heltalsserien, och detta pi sadant satt, att tvi punktpar, 
hvUkas motsvarande tal hafva lika differensef, ocksi hafva lika inbor- 
des afst&nd. Genom att ersatta med dess i afs. pi 0 symmetriska 
bildpunkt, erhiller man ett n}^ punktsystem, motsvarande den nega- 
tiva heltalsserien. Medelst axiom 4 kommer man sedan till punkter 
motsvarande indliga dualbrik (dar taleta spelar samma rol, som talet 
10 ved decimalbriken), med samma orverensstimmelse mellan afstinds- 
likhet och likhet i taldifferens, som nyss. 

De hittills uppstillda axiomen jimte nedanstiende axiom 16 iro 
tillrackliga fbr grundliggning af en >eukiidisk« geometri. Men icke 
forty kvarstir en viss obestimdhet Systemet kan vara i modem 
mening kontinuerligt, men behSfver icke vara det: vid gifven enhet 
och gifvet ratvinkligt koordinatsystem kunna punktmotsvarigheter sak- 
nas till andra tal in de nimnda dualtalen (incl. de hela talen) och 
vissa af kvadratrotsform. F6r att etablera den varkliga kontinuiteten, 
miste men tillfoga innu ett axiom, som man med Hilbett lampligen 
kan kalla »fullstindighetsaxiom«. Detsamma kan formuleras pi olika 
satt*). Vi anfbra icke hir nigon bestimd formulering, utan anteckna 
blott sisom 

Axiom j£. Fullstandighetsaxiom. 


VI. Parallelaziom. 

Annu erfordras ett axiom, motsvarande det euklidiska s. k. parallel- 
axiomet. Med det snifva begreppsfbrrid, hvarmed vi nu fbrsett oss, 
sti icke minga olika formulerlngar af detta axiom till buds. Vi vilja 
den fSljande, som, di den direkt innehillar afstindsrelationer, snabbast 
leder till afstindsformlema (i) och (2) och mdjligen ifven ur andra 
s^punkter har sina fdretraden: om i ett plan tvi punkter A och B 
ligga symmetriskt til en rat linie, si bilda dtriga till samma linie hfjr- 
ande S3nnmetriska par med samma inbdrdes afstind som A och B 
tvi rita linier, eller korteligen (med anvindning af uttrycket >axial 
a3rmmetri€ f6r den 1 axiom 13 fiiststallda symmetriska motsvarigheten): 

Axtom 16. Vid den axiala symmetrien i ett plan bilda ekvidi- 
stanta symmetriska par tvi rata linier. 

‘) I min skrift »f 1890 finnea en dyUlt formulering ungifren. ffiOtrt har fflrst i nndm 
upplagen af »Grundlagen etc.€ npptagit ett dylikt axiom. 



K'!*!’ AXIOMSYSTEM FOR DEK EUKLIDISKA GEOMETRIEN. 129 

6. Det skall nu visas, at de uppstallda axiomen aro tillrackliga 
for crhtillande af den inom den euklidiska geometrien gallande afstinds- 
formcin ocli dartned ocks& tillrackliga for denna geometris grund- 
Isiggning. 

Vi hillla OSS fSrat i planet. Mot en rS.t linic svarar vid dea axiala 
symmctrien tydligen eu annan rat linie, som rikar den forstoMmnda 
pa symmetriaxein, ifall liniema rikas alls. Och en rat linie, som fdr- 
cnar tvd symmetriskt hophorande punkter, motsvarar sig sjlUf. Vi 
sdga, att den Hr vinkelr&t mot axeln. Tydligen gir genom en punkt 
iitanfbr axeln en men endast en mot densamma vinkelrat linie (ax. 6, 
9 och lo). Detsamma gHller Hfven om en punkt p& axeln. Men detta 
behofver bevisas. 

Vi bevisa (orst, att egenskapen tvinkelrHtc Hr reciprok, si att om 
en linie [B) Hr vinkelrat mot en annan {A) — £_\_A Hfven A Hr 
vinkeIrHt mot B. B bar tydligen en gemensam punkt (>skHmings- 
punkt«) med A, nHmligen midtpunkten till tvi pi B liggande, med af- 
seende pi A symmetriska punkter. Tag tvi godtyckliga sidana P 
och P', och lit midtpunkten beta 0 . Tag vidare pi A de tvi punk¬ 
ter R och 5 , ft>r hvilka RO = SO = PO = P' 0 . Punktema P och 
R bcstamma en axial symmetii, hvars axel, di PO ■=■ RO, gir genom 
0 . Likasi bestamma 5 * och P en symmetri med axel genom 0 . Vid 
den furstnamnda symmetrien svarar P mot R, och alltsi, di £7 Hr 
.sjalfniotsvarigt, linien B mot linien A, samt P' mot .S. Vid den 
senare svarar .S mot P, A mot B. SammansHttar man bHgge, fis en 
arstindsbibehillande motsvarighet, vid hvilken liniema A och B Hro 
.sjiiirmotsvariga, men si att endast punkten 0 motsvarar sig sjHlf, 
under det P svarer mot P", R mot S, och siledes pi hvardera linien 
tvi motsvariga punkter alltid ligga symmetriskt till O. SammansHttas 
slutligcii denna motsvarighet med den ursprangliga symmetrien, hvars 
axel vary!, framgar tydligen en afstindsbibehillande motsvarighet, vid 
hvilken hvarje punkt af linien B Hr sjHlfmotsvarig, samt linien A sam- 
manbindcr hophorande punkter. Alltsi Hr A I B. 

llaraf fiiljer nu IHtt, att genom hvarje punkt ( 0 ) pi en rHt linie (. 4 ) 
gar on mot henne vinkelrat linie. Ty symmetriaxein (B) till tvi god¬ 
tyckliga, med afseende pi 0 symmetriskt belHgna punkter af linien A 
gsir genom 0 , och A Hr vinkelrat mot B, alltsi Hfven B mot A. Men 
vidare kan genom 0 icke gi mer Hn en mot A vinkelrHt linie. Ty 
fuiines Here, skulle A vara vinkelrHt mot dem alia, och siledes tvi 
till O symmetriska .( 4 -punkter motsvaras af flere symmetriaxler (emot 
ax. 3 och def. 2). 


9 
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Harmed Sr mSjligheten af iratvinklige koordinaterc gifven. Sedan 
man valt tvS axlar och en langdenhet, kommer mot hvarje punkt i 
planet att svara tvS reella tal x och y, Detta inses utan vidare. Att 
omvandti vid forutsattning af fullstandighetsaxiomet, mot hvarje talpar 
svarar en bestSmd punkt, fSljer daraf, att tv& ratte linier, som aro 
vinkelrata mot hvar sin af axlama, dS alltid hafva en gemensam punkt, 
hvilket Ster inses pS fbljande satt. Betraktom tvS rata linier, L och 
Zr', som med afseende pS ;i?-axeln utgdra en ort fbr ekvidistanta sym- 
raetriska punkter. Dessa linier mSste rika ^-axeln, emedan darpa 
mSste finnas tvS till 0 symmetriska punkter med samma inbordes 
afstSnd som tvS uppgifna punkter, hvilka som halst. L och LI mastc 
ocksi vara vinkelratta mot ^axeln. Ty deras egenskap att i forhcal- 
lande til ;ir-axeln utgdra en ort fbr ekvidistanta symmetriska punktpar 
rubbas tydligen ej vid den symmetriska transformation, hvars axel Sr 
j^-axeln. Och dS L och L vid denna icke kunna motsvara hvarandra 
eftersom de skSra ^-axeln i olika punkter, sS mSste hvardera vara 
sjSlfmotsvarig, d. v. s. vinkelrat mot j^axeln. Men ^axeln ar en god- 
tycklig linie, vinkelrat mot ;r-as:e]n, AUtsS: om tvS linier med afseende 
pS en tredje {J) utgdra ort for ekvidistanta symmetriska punkter, sd 
aro de vinkelrata mot hvarje linie, som ar vinkelrat mot A. OmvSndt 
galler det ocksd, att om en linie ar vinkelrSt mot en annan, och denna 
dter mot en tredje {A)^ sd bildar den forstnSmda jamte dess i afs. pd 
A symmetriskt motsvariga i fSrhdllande till A en ort for ekvidistanta 
symmetriska punktpar. Detta visas sd latt, att vi ej utfdra beviset. 
Och dd, sdsom nyss pdpekades, en linie, som tillhdr en dylik ort, 
mdste rdka hvarje mot symmetriaxeln vinkelrat linie, galler det tyd¬ 
ligen, att tvd rata linier, som aro vilkelrata mot hvar sin af tvd in- 
bdrdes vinkelrata linier, hafva en gemensam punkt. Hvilket ju nu 
skulle bevisas. 

Begreppet parallelism kan nu, om man sd vill, deHnieras sd, att 
tvd linier aro parallela, om de aro vinkelrata mot en och samma. 

Pd ett sd enkelt satt, att det ej torde behbfva narmare utforas, 
kommer man nu till begreppet om planets tfbrskjutning pd sig sjSlfc 
langs ^-axcln eller j^-axeln, analytiskt represenderad genom relationen 
^ ^ resp. jv = jKi + A, liksom Sfven b^eppet flyttning af origo. 

F6r att nu komma till lekvationen fbr en rat liniec, anmarka vi 
fbrst att tvd punkter och (—ligga i rat linie med 

origo { 0 ). Detta inses sdlunda. Punktema och ~yi), kor- 

teL P och P', ligga symmetriskt till ;j:-axeln. Detta galler darfbr 
afven om Uniema OP och OP, De punkter, PochP, som pd dessa 
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Itnier ligga symmetriskt till P resp. /•', med afs. pa O (si att OR = 
= OP = OP' — OR!) aro dlrfor ocksi symmetriska til ;p-axeln. Men 
P och R 1 resp. P' och R motsvara hvarandra ocksi med afseende pi 
cn viss linie genom 0 (annan an .r-axeln) som symmetriaxel. I for- 
hlllande till samma linie bilda afven midtpunkterna till P och P' resp. 
R! och R ett symmetriskt par. Men dessa midtpunkter tiilhdra ;r-axeln. 
Denna ar alltsa vinkelrit mot den namnda symmetriaxeln, som fbljt 
aktligen sammanfaller med ^-axeln. Punkterna R och R Iro slledes 
(— och (— J'l). Detta ar likbetydande med, att y-^ 

och (—ligga i rat linie med 0 . 

Vi kunna nu uppstalla ekvationen ftJr OP. Origo ml flyttas till R. 
Koordinaterna fbr 0 blifva dl (jt^, yi), fbr P daremot 2 Xi, Dessa 
blda punkters koordinater aro alltsi proportionella. Manfinner genom 
ett enkelt resonnemang, att detsamma glller ibr alia liniepunkter, 

hvilkas absdssor hafva formen + («, « hela tal): ftirhlllandet 

mellan y och x ar konstant, d. v. s. liniens elevation Ir 



ulm. om blott nlmda absdssor afses. Och samma ekv. glller i sjalfva 
vlrket om liniens alia punkter, ehuru vi (br korthets skull utellmna 
det enkla beviset harfor. Ekvationen fbr en linie, som ej gir genom 
origo, fis genom koordinattransformation. 

Fbr att nu komma till afstlndsformeln, observera vi fbrst, att pi 
en rat linie genom 0 icke blott _y-vardena, utan Ifven — blott pi 
tecknet nar — afstanden frin 0 (»radii vectorest) aro proportionella 
mot ;p-vlrdena. Detta fbljer enkelt diraf, att OP— OR, Att harleda 
afstlndsformeln blir samma sak, som att bestSmma det konstanta fSr- 
hallandet mellan radius vector {OP) och \Xi \ sisom funktion af x^ 
och y^. Fbr detta andamal behbfver man kanna ekv. fbr en rat linie, 
som ar vinkelrat mot en gifven linie och gIr genom en gifven punkt, 
lit • oss si^a den, som gir genom 0 och Sr J_ OP. Den kan Iter 
ffis sihar. Tag fbrst den symmetri, som bfverfbr OX (jr-axelns posi- 
tiva del) i OY (jz-axelns pos. del), och anvand sedan OY som symme- 
trlaxcl. Den si sammansatta transformationen (som kan benamnas den 
»vridningc, som bfverfbr OX i OF) Sr en afstlndsbibehlUande osym- 
metrisk transformation, som tydligtvis bfverfbr OP i (halfdelen af) den 
mot OP vinkelrSta linien OQ. Ekvationen fbr OQ Sr dSrfbr tydligtvis 
antingen yy^ = x-^x eller yy^ — — XiX. Men den fbrstnSmda ekv. 
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galler fbr den linie, till hvUken OP dfvergir vid den axiala symmetri, 
som dfveridr OX i OY. Denna linie kan icke samoianfalla naed OQ. 
Alltsi iterstSr fSr OQ ekv. yy-^^ = — x^x. Drag nu genom P linien 
I OP. Dess ekv. blir' 


y\ 

SUtt bar ^ = 0, si fSs abscissan for liniens skbringspunkt T med 
jr-axeln: om vi tanka oss > o, blir 

OT—^^'^y'. 

Betrakta nu iterigen den s}rmnietri, som ofverfor OX i OP. Vid den- 
samma mi P (pi OP) motsvaras af P^ (pi OX), och T (pi OX) af 
Ti (pi OP), hvarvid naturligtvis OPs= OP^, 0 T= OTi. Linien Pi 2 \ 
motsvarar linien PT och Sr alltsi J_ OX (eftersom PT_\_ OP. Vi ha 
alltai: 

9i.- QTi. _ 

OPi~ 0 P~ x^-OP' 

hvarur 

0P=i^T7y 

Genom koordinattransformation fls den allminna afstindsformeln : 

(I) = [Xi — XiY + (y, —1) 

Detta i planet. Den i rymden gillande formeln 

— ^i)* + ty» —J'l)* + («j — Bj)* 

kan man sedan fi ftam genom en deduktion, som i vSsentlig min kan 
formas efter de 19 fdrsta propositionema i Euklides' elfte bok. 

I formeln (2) ligger hela den euklidiska (tredimensionala) gcometrien 
iim^Iuten, i den meningen, att allting kan darur hSrledas. sedan man 
pi lamphgt sitt definierat, d.v.s. till afstindsfdrhillanden iterrdrt do 
be^epp, med hvilka geometrien for dfrigt r6r sig, sisom begreppen 
“■ lampligast b6r ske, skall hir icke 

afhandlas 

^ mnntliga kongressfBredraget blotl i atOnta kort- 

bet antyddesl 8terfbne. i fBga ddljJcdg form i min nffsalHriln 1890. 

) Jfr. >0m geomelnens prindperc, p. 20—aa. 
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6. Det uppstallda systemet iir snledes tiUrUckligt fiir crhallandc af 
den euklidiska geometrien. Ojamforligt met komplicerad ar — vid 
detta system, Hksom alltid — den omvanda fragan, om alia axiomcn 
aro sasom s^dana nodvamHga, d. v. s. af hvarandra oberoendc. Har 
skall i detta afseende blott fbljande specialfraga beroras. 

Vi hiUla oss i platut, med bortseende fran de axiom, som blott 
anga rymden. Finnes det nagot system, som uppfyller alia dc plana 
axiomen utom 14 och 15? Och finnes det rentaf nagot 'dndligt system 
af denna beskafTenhet? 

Ett sidant kan f&s sS.h[ir^. Vi taga 9 punkter och ordna deni 
sasom i en determinant: 

123 
4 5 6 

789 

Och vi saga vidare, att afstandet mellan tva punkter ar = om dc 
ligga pa samma horisontal- eller vertikalrad, men = om dc ickc 
gora det. Vi saga dessutom, att tre punkter bilda on rcit linie, om 
de antingen utgora en horisontal- resp. cn vertikalrad cller motsvara 
ett element i determinanten. Man lar dii 12 »rata linierc. Genom tvii 
punkter gar alltid en linie. Tag cn bestiinid sadan. Da finnas 6 punk¬ 
ter, som icke ligga pa linien. Dessa ordna sig i 3 par, som i ofvan 
angifven mening ligga symmetrKskt till linien, enligt (oljandc schema: 


— 

. —' —- 

-- . . 

- 

Rat linie 

Symm. par 

Rat linie 

Symm. par 

I 2 3 

47. 58. 69 

1 5 9 

24, 37, 68 

4 5 6 

17.28,39 

3 5 7 

26, 19, 48 

7 8 y 

>4. 25. 36 

249 

> 5 . 38, 76 

I 4 7 

23. 56, 89 

267 

35 . >8. 94 

258 

> 3 . 46, 79 

6 8 1 

95 . 27. 43 

369 

12, 45, ;8 

8 4 3 

75. >6, 29 


Hvart och ett af de 36punktpar, som ofverhufvud kunna bildas bland 
de 9, {brekommer har en och endast en g«ang: d. v. s. tvii punkter be- 
stamma alltid entydigt en symmctriaxel. Vidare ser man latt, att vid 
hvarje axel de tre symmetriska paren a ena sidan hafva samma inbbr* 

Denna aak Airekom icke i min tidligare skrifl. 
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des afstSnd, i andra sidan fordela sig pi tva rata linier (jfr, parallel- 
axiomet). Afven begreppet vinkelrathet kan definieras sasotn ofvah 
(si blir t. ex. 249 J_ 843). 

Man skulle siledes hSr kunna tala om ett andligt system, som vore 
teuklidiskt« (ax. 16 galler), men icke >arkimedisktt (ax. 14 galler tydl. 
icke). Att marka ar dock harvid, att tydiigen ej halier ax. 7 galler, 
sivida man ej Ibrutsitter 6 — a, hvilket symboliskt uttrycker, att alia 
afstind aro lika. Men antages detta, gillar hela virt plana axiom- 
system (ehuru vissa axiom och likasi def. 4 bli sisom ax. resp. def. 
ofverflodiga) 1). 

Pallet ar i och fdr sig tamligen trivialt. Men dess blotta mbjlighet 
kan Kranleda fbljande anmarkning. Som bekant har Hmert angifvit 
ett oandligt System, dar alia bans axiom utom kontinuitetsaxiomen 
galla. Och man kan afven harvid stanna inom planet. Det kan nu 
frigas: Mtisfierar virt niopunktsystem (med a = 6) de Hilbert’ska 
plana axiomen, utom kontinuitetsaxiomen? Detta Sr icjig bandelsen, 
Ty dessa Hilbert ska axiom ha redan till konsekvens, att en rit linie 
innehiller oSndligt minga punkter. Och ett specielt axiom, som stir 
i direkt strid med 9-punktsystemet, iterfinnes bland H.s >Axiome der 
Anordnung*, som rora sig om begreppet »mellanf, hvilket hos H. 
spelar roUen af grundbegrepp *): af tre punkter pi en rat linie ligger 
alltid en bestamd mellan de bida andra. Alltsi itminstone om man 
stannar inom planimetrien, innehilla de Hilbert’ska axiom, som itersti, 
sedan kontinuitetsaxiomen frinraknats, nigonting mera an vira mot- 
svarande axiom. 

7. Betraffande grundtanken att reducera de geometriske begreppen 
^ de tvi; punkt och tomedelbar afstindslikhetc. hafva Vgratiese och 
^rt ^ft yttranden i riktning af mSjligheten haraf, men ingen af dem 
har, si vidt jag vet, genomfdrt denna tanke. Saken kan f. 6. sagas 
framskymta redan hos Euklides (I, i_3J, 

Ja^mte de tvi specifikt geometriske begreppen forutsatter virt system 
naturhg^s afven vissa grundbegrepp af allmant logisk eller aritmetisk 
natur. Det skulle kanske ur mer Sn en synpunkt vara af intresse att 
nmmare tillse, hvilken olika stillning olika aritmetiska begrepp intaga 
till virt system: somUga aro tydiigen abstrakta grundbegrepp jamtede 


*) 

•) 


S 3 punkter. ,bUda en riU linie*, .Uv£rk. 

^ t n. nlan nigon betydelae. 

komma- “‘T“’ »n»ellan< ftiet A tmaniDgom in- 

komma. «Ji*t faetstUles, att nudtpunkten tiU^ och.5 li^er mellan^ och /o.e.v. 
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rent geometriske, andra aterigen inkomnia genom fSrmedling af dessa 
och vinna diirigenom sin konkreta geometriska betydclse. 

Till (brebyggande af mojligt missforstand, mil uttryckligen framhallas, 
att det icke ar min mening beteckna sasom ett logiskt fel att anviinda 
flerc »griindbegrepp« an nodigt: man mS nyttja burn manga som 
hiilst, blott sammanhanget mellan dem faststiilles genom vederbdrliga 
axiom. Men a andra sidan kan ett axiomsystem, diir axiomen, p& 
siitt som ofvan skett blifvit si att siiga »renodlade€, hafva sin siirskilda 
betydelse med afseende pi utredningen af geometriens fundament. 
Och denna betydelse kan tillafventyrs vara ifven af mera allmant 
miingdteoretisk eller t. o. m. kunskapateoretisk natur. Harom skall jag 
dock icke har narmare yttra mig. Icke halier akall jag nu ingi pi 
nagra betraktelser bfver det ofvan anfbrda systemets relationer till K. 
Th. Vahle7t's »abstrakta geometric (Leipzig, Teubner 1905), diir fSrf. 
vill reducera de specifikt geometriske grundbegrcppen till det onda 
begreppet punkt. 

Betriiffande liimpllghcten af att soka dllampa den moderna geome- 
triska kriticismen inom det rent pedagogiska omridet, ar jag fiir min 
del ganska skeptisk. Men vill man Qfverhufvud niigot dylikt, kan mi> 
hiinda iifven det har gifna axiomsystcmet fortjina att i nigon min 
komma i betraktande. 

I det hela torde det kunna sagas, att detta system ir ett bland de 
si att siiga stramaste, mest rakt pi saken gaende, som ofverhufvud 
kunna tinkas. 




NOGLE KLASSER AF HARMONISKE FUNK- 
TIONER MED TRE VARIABLE. 


Al' 

B. SCHOU. 



ED en harmonisk Funktion 
Ligning: 


Aa« — 




forstaas ct Integral til Ijiplace's 
tfiu 


Denne Ligning spillcr som bekendt cn overordentiig storRollc for 
mange Grene af Fysiken, og den cr derfor Gcnstaiid for mangfolcligc 
Undersogelacr. De flestc af dissc har det til fasllcs, at dc Variable 
antages at vaerc recllCi og at Integralcnic soges saaledes bestomt, at 
visse GrjEnsebetingelscr bliver opfyldt, Paa denne Maadc har man 
faact mange Oplysninger otn Inlegralernea kvantitathc Egenskaber, og 
man har i mange Tilfseldc kunnet angive Former, under hvilke visse 
Integraler kan udvikles i Rmkke. 

I en maerkelig Modsa*tning til den store Mtengde Rcaultatcr af 
almindelig Natur, man cr iiaat til, staar den Omsticndighcd, at man i 
Virkeligheden kun kender ct inegct lillc Antal specielle hamioniskc 
Funktioncr, kender dem i den Foratand, at man cr i Stand til at angive 
deres analytiskc Natur. 

For Studict af dc harmoniske Funktioncr er dette ct Savn, hvilket 
indsea, naar man erindrer den Nytte, man har haft al dc simplcstc 
analytiskc P\tnktioncr af i Variabel ved Udlcdclscn af dc alinindeligc 
Saetninger om saadanne Funktioncr. Ved Fiinktioner som dc, der 
her er Talc om, med tre Variable, der hver for sig skal kunne 
variere i den komplekse Plan, maa man vente, at de analytiskc Egen- 
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skaber f. Eks. Singulariteternes Natur, vil vise en overvsldende Mang- 
foldighed, og 'det vil derfor vasre saa meget mere nyttigt at kunne 
disponere over omfattende Klasser af specielle Funktioner, hvis analytiske 
Bygning man er i Stand til at angive. 

Jeg bar stillet mig den Opgave at finde saadanne Klasser af Funk¬ 
tioner, idet jeg vilde forsoge at generalisere de plane, harmoniske 
Funktioner. Disse tilfredsstiller Laplaces Ligning i Planen: 

Saettes: 

... . ni = •*+*>: n9= ^—*3'. 

bliver Ligningen: 

_ 

som giver: 

« =/(%) + 

hvor / og i|) er arbitrsere Funktioner. 

Man ser herved, at Laplace’s Ligning i dette Tilfelde har den 
Egenskab, at der findes saadcmne Integraler, ai enkver Funktion deraf 
alter er et Integral, er et Integral, og det er, som man ser, ogsaa 
/(Hi)- Findes der Losninger af deime Art til Laplace's Ligning i 
Rummet? 

Lad ri vaere en harmonisk Funktion og F(i\) en vilkaarlig Funk¬ 
tion af T). Man har da: 

W) = ((S)’+ (I) + (S)’) ■P"(n) + ^(n) An. 

Hvis nu, foruden ti, tillige ^(11) skal vmre harmonisk, maa folgende 
to Ligninger vasre tilfredsstillet: 

Ser vi paa den sidste Ligning og antager, at = e er et Integral, 
saa viser det sig, at Flademe k = c enten er Planer, der berorer den 
uendelig fjaerne, imaginacre Cirkel — en saadan Plan kalder jeg en 
Nulplan^ idet den almindelige Betegnelse Minimalplan synes mig uheldig 
eller udfoldelige Flader, der indeholder den naevnte Cirkel. Saa¬ 
danne udfoldeligeFlader kaldes Tillige benyttes Betegnelsen 

NuUinje for en ret Linje, der skarer den uendelig fjasme Cirkel, og 
Nulkurve for en Kurve, hvis Tangenter er Nullinjer. 
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Man finder derpaa, at naar begge de anferte Ligninger skal vaere 
tilfredsstillet, maa Fladerne = c vare et System af Nulplaner. Lig- 
ningen for et saadant Systena kan gives Formen: 

5 = Cl* + ^ + Y, 

hvor a, p, y cr Funktioner af t\, og a og p tilfredsstiller Ligningen: 

aa + pj + I = o. 

Bestemmer man altsaa if\ som Funktion af x,y,s ved cn vilkaarlig 
Ligning af denne Form, vil t\ vaere en harmonisk Funktion med den 
Egenskab, at enhver Funktion af den atter er harmonisk, 

Bestemmer maun ved to Ligninger af denne Form to samdamne har- 
moniske Funktioner og t\,, vil 

P =/(%) + ^ (%). 

hvor /ogi|) er arbitraere Funktioner, vaere harmonisk. Herved er vi 
kommet til en temmelig omfattende Klasse af harmoniske Funktioner, 
der, maerkelig nok, ikke synes at v®re underscgt i sin Almindelighed. 

De to harmoniske Funktioner ii\i og r\s ses at have den Egenskab, 
at der iblandt Funktionerne af dem findes uendelig mange, som atter 
er harmoniske. Herved ledes man til at stille den almindelige Opgave 
at bestemme alle Par af harmoniske Funktioner pi og ps med den 
Egenskab, at der iblandt Funktioneme af dent: F (pi, pj) findes uendelig 
mange, som atter er harmoitiske. 

Denne Opgave kan l0ses, idet mam er i Stand til at angive alle 
Klasser af saadanne Funktioner. For de fleste Klassers Vedkommende 
kan man give Udtryk for de harmoniske Funktioner; kun ved en 
Klasse er dette ikke muligt, her kan man vel give Udtryk for uendelig 
mange af de harmoniske Funktioner; men den almindelige Loaning 
afhsnger af en lineaer, partiel Differentialligning af anden Orden, som 
kun i specielle Tilfaelde synes at kunne integreres fuldstaendigt ved 
bekendte Methoder. 

Lad os antage, at der foreligger to harmoniske Funktioner med 
den angivne Egenskab; og pa. Ved Ligningerne pi =• Cx, pa = 
bestemmes der en Kongruens af Kurver, og enhver Flade, hvis Ligning 
kan gives Formen /(pi, Pa) = ^> siges at here til Kongruensen. Kon- 
gruensen skal nu altsaa vaere saaledes, at der iblandt de tilh0rende 
Fladesystemer findes uendelig mange harmoniske o: saadanne, hvis 
Ligning har Formen F=c, hvor F er en harmonisk Funktion. 
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Det viser sig nu, at der iU en saudan Ktmgruens tillige mact hete 
it ilUr to Systemer af Nulfladir^ enten Nulplaner eller udfoldelige 
Nulflader. 

Denne Sa&tning danner Grundlaget for L0sningen og tillader simple, 
geometriske Definitioner af Kongrucnseme. 

F0r3t betragtes det Tilfaelde, hvor der til Kongruensen h 0 rer to 
Systemer af Nulflader; der gives da f0lgende Arter. 

Beggi Systemer er Planer. 

Lad deres Ligninger vaere: 

Q = med a? + pj + i = o 

og 

s = a^+^y + y^ med aj + pj + I = o, 

idct o,. er Funktioner af ct,, p,. y, Funktioner af n,. De har- 
moniske Funktioner har Formen: 

P =/(ni) + tlJCni). 

• Det er dette TilfsldCi vi har betrag^et ovenfor. 

De to Syatemer af Nulflader indhyller hver sin udfoldelige Nulflade, 
og Kongruensens Kurver kan defineres som Nulflademes Faellestangenter. 

Specielt kan de to Nulflader falde sammen til en, og Kongruens- 
linjerne bliver da Dobbelttangenterne til denne. Hvis saaledes Nul- 
fladen er enKegle, vil Kongruensen bestaa af aUe rette Linjer igennem 
Toppunktet. Fjaemer Toppunktet sig i det uendelige langs en Linje, 
som ikke sksrer den uendelig Oaeme Cirkel, vil Kongruenslinjeme alle 
komme til at staa vinkelret paa sammePlan, og vi kommer da tilbage 
til de plane, harmoniske Funktioner. 

b) JCwt det ene System af Nulflader er Planer. 

Det viser sig, at Planerne maa v«re parallele, medens det andet 
System af Nulflader dannes af Kegler med Toppunkter paa en vil- 
kaarlig Kurve. 

c) Intet af Systememe er Planer. 

Hvis det ene System bestaar af Kegler, maa det samme vmre Til- 
f»l<kt med det andet Keglemes Toppunkter ligger paa en ret Linje, 
og Kongruenskurverne er Cirkler, hvis Centrer ligger paa denne rette 
Linje, og hvis Planer staar vinkelret derpaa. Til denne Klasse hgrer 
alle Potentlaler, hvis Niveauflader er Omdrejningsflader. En mere 
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almindelig Klasse af Funktioner faas, naar man antager, at intet af de 
to Systemer af Nulflader bestaar af Kegler. For at faa en geometrisk 
Definition af de udfoldelige Nulfiader, som da optraeder, kan man gaa 
ud fra deres Rebroussementskanter, der jo er Nulkurver. Det viaer 
sig, at disse Rebroussementskanter er Nulkurver paa visse Flader af 
anden Orden. Disse Flader, der er Kegler eller Cylindre af speciel 
Art, liar den Egenskab, at de to Systemer af Nulkurver, som findes 
paa dem ligesom paa enhver anden Flade, kan adskilles analytisk. 
Rebroussementskanterne til de udfoldelige Flader, som h0rer til Kon- 
gruensen, vil danne det ene System, medens det andet i Alroindelighed 
giver en anden Kongruens. 

Dette Tilfielde er det svmreste at behandle; de harmoniske Funk* 
tioner tilfredsstiller en lineser, partiel Differentialligning af anden Orden 
med to Variable. De Flader af anden Orden, der kan blive lale om 
som Bmrere af Rebroussementskanterne er Omdrejningskegler, Om* 
drejningscylindre eller paratolske Cylindre, hvis Frembringere er Nul- 
linjer. 

Hermed er alle Tilfelde naevnt, hvor der til Kongruensen barer to 
Systemer af Nulflader. Tilbage staar altsaa de Tilfaelde, hvor der kun 
Andes et saadant^System. 

Farst n£Bvne.s et Graensetilfelde, hvor dette ene System kan be- 
tragtes som dannet af to sammenfaldende Systemer af Nulflader. Sy- 
stemet bestaar af Nulplaner, der kan defineres som Tangentplaner til 
en vilkaarlig vaigt udfoldelig Nulflade. Kongruenslinjerne vil vaere 
Nullinjeme i disse Planer. Til dennc Klasse af Funktioner barer New¬ 
tons Potential. 

Hvis der endellg virkelig kun findes et System af Nulflader, harende 
til Kongruensen, maa det bestaa af Kegler, hvis Toppunkter ligger 
paa en Kurvc, der kan vselges vilkaarligt. 

Hermed er naevnt alle de forskelligc Tilfaelde, der kan forekomme. 
De harmoniske Funktioner, som svarer dertil, kan enten bestemmes 
explicit, eller ogsaa tilfredsstiller de lineaere partielle Difierentiallignin- 
ger af anden Orden med to Variable. Funktionerne indeholder, lige¬ 
som i det plane Tilfaelde af Laplace’s Ligning, to arbitraere Funktioner, 
liver med i Variabel, og desuden indgpar der i visse Tilfaelde arbitraere 
Konstanter i Kongruensens Bestemmelse. 

Ud fra disse Funktioner, som i Almindelighed vil vaere imaginaere, 
kan man ved Addition danne uendelig mange andre, reelle eller ima¬ 
ginaere, harmoniske Funktioner. 
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I tilslutning til almindelige betragtninger over kraftfeltfaenomener gav 
foredragsholderen folgende beviser for existensen av to analogier 
melletn hydrodynamiske og elektrostatiske kraftfelter. 

I. Almindelige foritdseeininger. Lad a betegne elektrisk feltintcn- 
sitet {eller elektrisk kraft) og A elektrisk induktion (ellcr polarisation 
efter Herts' terminologi), E sand elektrisk ttlthcd, og a dielektridtets- 
konstant. Med kjendte vektorbetegnelser kan da de elektrostatiske 
feltligninger skrives'^) 

(i) A = aa 

(2) div A = £“ 

(3) curl a = o. 

I et felt, hvis geometriske egenskaber er beskrevet ved disse 
ligninger, optraeder cn mekanisk kraft hvis beldb pr. volunaenhed er 
givet ved formlcn 

(4) f = adiv A —JaSyo- 

Denne kraft, som det elektriske system I udSver, maa angribe et 
fremmed system II. Dette system II maa da udove den lige store og 
modsatte kraft 

(4') f' a= — adlv A + 4a*v« 


') Angnacnde betegneUerne ae PI Pjerktits', Die Krnftfclder. Serie »Die Wiaaon. 
schanc Nr. 28, Hmunachweig 1909* 
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paa det elektriske system I, for at hindre de bevaegelser som cllcrs 
vilde opstaa under indvirkningen av kraften f 

Det ved ligningeme (i), (2), (3) og (4) eller (4') karakteriscrcdc 
elektrostatiske felt skal nu sammenlignes med bcvaegelscsfeltct i en 
ideal vaedske. Denne vaedskes taethed skal vaere p, dens apccifikc 
volum X, altsaa 


(S) 



Haatigbeden av et hvilketsomhelst punkt av vsedsken skal v:urc V| 
og produkt av hastighed og taethed, eller den specifike bcvaigclscs* 
maengde V, altsaa 

(6) V = pv. 


Trykket i vaedsken skal vaere og endelig skal de to tidsdcrivertc, 

den » 1 okalec og den >jndividuellec betegnes med ^ og ^ • Den 

(V tft 

bekjendte relation mellem dem er da 


(7) 


d b , 


Vaedsken er under sin bevaegelse underkastet to bctingelser, be- 
tingelsen om massens bevarelse der udtrykkes ved kontinuitetsligningcii, 
og den dynamiske betingelse der udtrykkes ved den egentligc be- 
vaegelsesligning. Kontinuitetsligningen kan vi skrive i en hvilkcn- 
somhelst av de fdlgende to former 


( 8 ) 

eller 

( 9 ) 


idK 

-| = dlvV. 


At di™ to ligtoneo, 0, identtake mod hlnaodon, ,.rir,ceres let ved 
hjaelp av relationerne (5), (6), (7), 

som^et f bevaegelsesligningen betegner vi med f den kraft, 

sy^emet I Med?l” som 

kraft som vad* T a- ^ *’«teg°es den lige store og modsatle 
iMft, som vadsken I udover mod det fremmede system 11 . Eftcrsom 

ngn“g“ I sSvr bcv^gelses- 
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( 10 ) 

eller 

(lO') 



— f. 





2. F«rste hydro^natniske analogi. Vi skal vedtage at sammenligne 

I' V (sp. bevsegelsesmxngde).med a (feltintensitet) 

\ V (hastighed) . med A (induktion). 

Vi kan da forlange, at vaedskens bevaegelse skal foregaa i overens- 
stemmelse med folgende ligninger 


(‘0 

( 12 ) 

(13) 


v = xV 

j. I d6c 

div M = - j 
X dt 

curl V = O, 


Disse ligninger vil svare fuldstaendig til de elektrostaliske felt- 
ligninger (i), (2), (3), forudsat at vi, aom fortaacttelsc av skemaet (I), 
yderligere vedtager at sammenligne 


{!') 


X (sp. volum).med a (dielektricitetskonstant) 

I fl'k fudvidelsepr.tidsog volumenhedl , .. 

l.fd«b<=.»ged. »«dsk«lem.it)'' • 


At man uden modsigelse kan forlange, at vaedskcbevn!gel.scn skal 
foregaa i overemsstemmelse med ligningcrnc (ii), (13), (13) er klart. 
IJgning (ii) er nemlig kun en anden form av den altkl opfyldtc 
relation (6) mellem hastighed og sp. bcvacgelscsmmngdc; ligning(l2) er 
den altid opfyldtc kontinuitctsligning (8); og ligniug (13) indcholder 
kravet om at vaedskens bevaegelse .skal spccialiscres paa en [bestemt 
maade som altid vil kunne naacs, hvis vi indfbrer de til dcttc’, kravs 
opfyldelse niidvendige ydre kraefter. Ligning (13) indeholdcr mod 
andrc ord kun det krav, at et ydre system II skal|uduve en vis 
kralt f' mod vsdsken I, og at til gjengjacld vaedskcn skaljuddve den 
lige store og modsatte kraft f mod systemet II. Disse kraefter maa 
bestemmes henholdsvis av ligningeme (10) eller [yj). Altsaa idet vi 

oploser m. h. p. f og fog samtidig skriver taetheden p i formen 


10 
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(14) 

f- 
^- 

eller 


(•40 

f / _ • 1 ^ 

x^ + V/* 


Formelt svarer nu ligningssyatemet (li)—(14') til det elektrostatiske 
ligningssystem (i)—(4'). Hvor stor reel lighed der vil fremkomme 
mellem de to systemer vil avhaenge av hvilke vaerdier man av lig- 
ningeme (14) eller (14') vil finde for kraeftsme f eller f', naar man 
specialiserer diase Ugninger saa at de tilpasses for den efter ligningeme 
(ii)—(13) forlangte bevaegelse. 

Man ser imidlertid straks, at ligningeme (ii), (12), (13) kun spe- 

cialiserer et led i ligning (14) eller (14'), nemlig traeghedsleddet 

Da endnu picket p er fuldstaendig ubestemt, kan vi faa uendelig 
mange vaerdier af f og f som vil frembringe en bevaegelse av den 
karakter, som er definert ved ligningeme (ii), (12), (13). Vi skal kun 
soge 6n vaerdi av disse kraefter, nemlig den som vil fremkomme, naar 
vi forlanger at trykket skal ha vaerdien 

hvor er en konstant, og 4> det potential ved hvis hjaelp vi altid 
kan udtrykke den ifSIge ligning (13) altid potentielle vektor V, 

V = V<I>. 

Til indsiEtning i (14J eller (14') danner vi nu trykgradienten 
^* 7 ) — V/ = -^ VO + XVW + iV V. 

tilhSire indsaettes efter (15) V istedenfor VO, og sam- 
tidig 1 andet led efter (13) v istedenfor xV, altsaa 

- V/ = ^ + vVV + ^V»v>c- 

Men dette kan efter (7) skrives 

~ V/ = ^ + iV»vx. 


(19) 



OM KRAFTFELT-ffiENOMENICR I KONTINUKRIJOE MATERIELLE MKDIER, 147 


Denne vaerdi av trykgradienten indsaettes i bevacgelsesligningen i en 
av dens to former (14) eller (14'), for eksempel i den forste. For den 
kraft f som vaedsken udover under udforelsen av den forlangte be- 
vaegelse, faar vi da 

Men her kan de to forste led paa hojre side sammenlraekkea. Ind- 
fbrer vi nemlig i det forste av dem xV istedenfor v, udlorcr different 
tiationen og reducerer, saa fremkommer 

Eller med ben}rttel9e av ligning (12} 

(22) f = — V div V + iV* yx. 

Den tilavarende kraft som systemet II udover mod vxdaken blir 
(22') f' = Vdivv — 

Naar man fastholder den ved skemact (I) og ( 1 *) givnc korre> 
spondance mellem hydrodynamiske og clcktriske stiirrclscr, saa svarer 
ligningerne for det hydrodynamiske felt (ii), (12], (13), (22), (22'] fuld- 
stxndig til ligningerne for det clektrostatiske (1), (2), (3), (4); (4'), kun 
med den forskjel, at de krxfter som optrseder i de to tilfxlde har 
modsatte fortegn. Dette er grundlaget for den af C. A. lijerhies 
paaviste analogi mellem hydrodynamiske og elektrostatiske kraftfelter. 


3, Anden hydrodynamiske analogi. Vi skal nu vedtage at 
sammenligne 


(il) 


[ V (hastighed).med a (fcltintensitct) 

( V (sp. bevxgelsesmxngde.med A (induktion). 


Samtidig skal vi forlange, at vsdskens bevxgelse skal foregaa i 
overensstemmelse med folgendc ligninger 


(23) 

(24) 

(25) 


y — pM 

div V = —— 
id 

curl V = o. 


10* 
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Disse vil svare fuldstaendig tU de elektroatatiske (i), (2), (3), forudsat 
at vi, som fortsaettelse af skemaet (H) vedtager at sammenligne 

(II') p (tsethed). naed a (dielektricitetskonstant) 

rm ipjcaassetab pr. tids- og volutnenhedl 

tindenfor det ubevaegelige rumelementj ■^‘(elektrisk tethed). 


At man uden modsigelse kan forlange at vaedskebevsegelsen skal 
foregaa efter ligningeme (23), (24). (25) sees umiddelbart. Thi ligning 
{23) er den altid opfyldte relation (6) tnellem sp, bevmgelsesmaengde og 
hastighed; (24) er den altid opfyldte kontinuitetsligning (9); og (25) 
indeholder et krav om at vaedskebevsegelsen skal specialiseres paa en 
bestemt maade, d. v. s. et krav der altid kan opfyldes, hvis jeg ind- 
fbrer passende ydre kraefter, dcr, ganske som i det foregaaende til- 
faelde, blir at bestemme ved bevaegelsesligningen i en af dens former 
(10) eller (10'). Altsaa, ved oplosning m. h, p. de kraefter, som skal 
bestemmes 


(26). 

eller 


f = 



— V/ 


(26') 


P^ + VA 


Ugningssystemet (33)—(ad*) svarer atter formelt til det elektrostatiske 
ligningssj^tem (1)—(4'). Hvor stor lighed de vil frenabyde ud over 
den rent geometriske overensstemmelse som indeholdes i korrespon- 
dancen meUem ligningerne (i), (2). (3) ,og ligningeme (24), (25), (26) vil 

afhaenge af de vardier, som kraften f eller f' kan tildeles under de 
fastsatte forhold. 

Problemet er atter ubestemt, idet vi atter lean disponere over 
tprkket. Vi vil soge den vsrdi af kraften som fremkommer, hvis vi 
tildeler trylcket vaerdien 

Til indsaetning i en av ligningeme (26) eller (260 danner vl da tryk- 
gradienten 

~VP = Pvyv + i V* vp. 

Indsaetning i (2^ gir 


f »v . 

= —p^ + pvvv + iv»yp. 


(29) 
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Eller naar vi anvender udviklingen (7) og reducerer 

(30) f=—P^+-iv*vp- 

I fbrste led tilhoire brlnges p under dilTerentiationstegnet og 
relationen (23) auvendes 

(30 + + 

Eller naar ligning (24) auvendes 

(32) f:^_g_vdivV H-iv»vp. 

For den tilsvarende kraft f' soon aystemet II maa uddvc mod 
vaedsken, faar vi altsaa 

i)V 

(32) f = + V div V — V* VP- 


Hvis altsaa dennc ydrc kraft angrlber vaedskepartiklcrac og samtidig 
trykket bar vserdien (27), saa er vi sikker paa at vaedsken vil bevaegc 
sig i overensstemmelse med ligningerne (23), (24), (25). Denne ydrc 
kraft f', og den tilsvarende kraft f som vaedsken uddver, stemmer 
imidlertid ikke hvad angrebspunkter angaar overens med krmfterne i 
det elektriske felt. Kraften f' angriber nemlig ikke bare divergens- 
og heterogenitetssteder, men ogsaa alle steder hvor specifik bevacgclses- 
maengde undergaar en forandring. Vi kan imidlertid nu specialiscrc 
bevaegelsen yderligere, idet vi indlurer den betingelse, at den specifike 
bevasgelsesmaengdes felt skal vaere stationaert i rummet. Denne be¬ 
tingelse som udtrykkes ved ligningen 


(32) 


ft/ 


= 0, 


og som ikke staar i strid med ligningerne (23)—(25) mcdfdrer da at 
kraefterne f og f' antair formerne 

(33) = — V div V + iY*vP 

(33') f'= vdivV —iv»vp. 

Naar man fastholder den ved skemaet (II) og (II') fastsatte korre- 
spondance mellem bydrodynamiske og elektriske stdrrelser, saa svarer 
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ligningerne for det hydrod5aiatniske felt (23), (24), (25), (33) og (33*) 
fuldstaendig til ligningerne for det elektriske felt (i), {2), (3), (4), (4'), 
kun med den. forskjel, at de optrsedende kraefter bar modsatte fortega 
i det bydrodynamiske og det elektriske tiifselde. Denne analogi, som 
altsaa optneder ved en eiendommelig stationser bevsegelsesforra, bar 
delvis vaeret forudseet af Euler, og delvis udarbcidet i matematisk 
form af Lord Kelvin. 

Angaaende den mere fysiske diskussiou af denne og den fore- 
gaaende analogi, henvises til den ovenfor citerede bog »Die Kraft- 
feldert. 



OM EN AF DEN DANSKA SPRAKFORSKAREN 
KARL VERNER ANGIFVEN MODIFIKATION 
AF FORFARANDET VID HARMONISK ANALYS 
AF PERIODISKA KURVOR. 

Al' 

BRM8T LINDBLOF. 


D et synes vid detta tillfalle icke vara utan intresse att piipeka en 
af den pa sprakvetenskapens onirade vidtberomde danakcn Karl 
Verner angifven metod att forenkla benikningarna vid s. k. harmonisk 
analys. Verner bar i storsta korthct bcskrifvit sitt furfaringssatt i ett 
bref till Professor H. Pipping i tlelsingfors'). En nilrmare diskussion 
visar att detta fbrfaringssatt medfdr afseviirda fordclar och dlirlbr sir 
val Vcirdt att blifva allmlianare kandt*}. 

1 . Om den forelagda kurvans period antages — 2 n och abskissan 
betecknas med x, kan kurvans ordiuata /{x) representeras nncdels en 
Fourier’sk scrie af formen 


ws# 

/(x) = Oq +^^^{a.f cos v.r + Ay sin v.r). 




Vi antaga att kurvans ordinata uppmiitts Rir ett jlimnt antal » 
ekvidistanta arguroentvarden 


Della och ell annal bref frfln Verner till Pifiping blifva oirontliggjorda i Xgl, Danehe 
Videtukahernee Selshahs Oversig/er^ ined indleclendo Bemoerkninger af Vil/t, "Thomsen 
og P, Gram, I ticssa brof redogOr Verner ganaka iilRirligl flir sina foncliaka 
underscSkniagar och fbr den apparal han ddrvid anvlinde. 

*) Jog hoT lemnal cn ulfUrligoro redogOrelae fUr denna fr&ga till sammelvorkel Iland^ 
buck der physiologischen Methodik^ herausgegtben von R, TigersUdt^ dKr dcuaamma 
ingEr i J, Poirot's orlikcl dfver foncliken (b. 207—320;, 
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ermst lindel(Jk: 


O, to, 2(0. I) CO, 

och aq dSrvid erhSUits vardena 

J'O. > 1 . J)'a,- fj'a-v 

Under fbrutsSttning att matningarna vore exakta, hafva vi da rela- 
tionema 


99 

= «o + ^(gycosy/fem + ^vSinv^Jca), (/& = o, i, •..»_ i). 

V«sl 

Om VI multipUcera med cosvAoo reap. sinV>tco och summera med 
a seen e , rin ^ = o till k = n — i, samt i slutresultatet St v 

efterhand gifva vardena o,- i, •...« erhSlla vi, enligt kanda trigono- 
metriska formler, fdljande likheter: 


( 2 ) 


n—1 


fl ^0 H" <2an “h ^3rt • • • •, 

lc-0 

Ji—1 

n + ^?!? + ^6rt + «7n +-, 

^ a 3 T 

JI—1 

a = tfv + an-y + an+y + +-, 

ltB.0 
JI—1 

.■?—)• 

Om alia da koaffideater a, t. hdllma indlcaa arc atorra in “ nagU- 
^^fira oas daasa liHatar, fSr baiilmlagan af da n iSrsta koaffi- 

<*ii • • • ■, b^, ...., ba 

a j-i' 

de 1 den harmoniska analysen aUmant anvanda formleraa 


/M 
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■ ifyk, 

COS-» 

(v= I. 2. ••••- 2~‘} 

. 2 ,\kn ' ^ 

sin- 

n 

2 . Sasom af ofvanstaende harledning framgar, aro vardena (3) icke 
noggranna oni bland de koefficienter a, b, hvilkas indices Hro storre 

an finnas sadana som hafva markbara belopp. bor att minska 
2’ 

dessa koefficienters inverkan, erbjuder sig utviigen att oka vardet af n. 
Man bar di dels att uppmata flere ordinator af den gifna kurvan, dels 
att i formlerna (3) utriikna och summera ett storre antal termer. I 
regel representerar ordtnatornas matning ett ganska litet arbete i jiim- 
ibrelse med koeflicienternas utrakning, och man kan dlirlbr, for orna- 
ende af ett noggrannare resultat, gema underkasta sig modan att gora 
ett storre antal matning^r, blott beriikningsmetoden kan modiheras s& 
att det praktiska raknearbetet icke viisentligt dkas. 

Verner nar detta mal pS fdljande siitt. Han fUrskjuter den gifna 
kurvan parallellt med abskissaxein, at hiiger och lit venster, om ett 

stveke A = ” = ", summerar de salunda erhallna kurvornas ordinator 
’ 2 « 

till det fSrdubblade vardet af den gifna kurvans ordinata, och dividerar 
summan med 4. Han crhallcr salunda on kurva hvars ordinata repro- 
senteras af funktionen 

F{x) = ±//f 

Om man af den gifna kurvan y — /{x) uppmiltt 2« ekvidistanta 
ordinator, svarande mot argumentvilrdena 

o, A, 2A,-, (2« — i) A, ^A == ? j. 

och betecknar de erhallna vUrdena med 
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ERNST LINOBLOF; 


/o. yi.y,. •••'.ysn-i, 

bhfva de ordimtor af kufvan y = F{x\ som svara mot argumentvar- 
dena (i), i ordning Jila med 

= yL"-t + a/o +yi - yi + 2y,+y, 

(S) ^ 

4 "_y^an—1 ^ 

4 

(om /(») Sr sttiogt periodisk och alledes /(—A) = /((j„_ i; A)) 
(5) erhSllM aHddea enkdt gepon bilda.del .f success!™ 

meaeltal. 

forii!^ Fo^rier'ska utveckUngen af funktionen /•(*) bar den enkla 

00 

^ W = flo + ^ {Oy COS VJI? + 6y sin vjr) cos*—• 

Ytesl ^ 

Ou. d pi kurusu ^ ^ a,l5„p^ 

drir. f dessa «d i och d. t>n Sisu med co..:^, ertfllss sSledes 

ibljande likheter: 

n—1 

n “ ^0 H" ^an + ^4n + ^6n + • ' * ', 

imO 

n-1 

« *^-!*'* ~ + ‘*ai; + <*6n + «7n +- 

*=o » a 7 T 

n—1 

(s') i I 2 

cos*— ’ ” ^ = «r +au-^+a 2 n+y +a^+at„+y +.... 

2 

+^S*^««-!f+an+r+«a„-^+a: 3 „+y+....), 


e„,i^ ■ +««+,-du,_+Je,«— 

2 ***® -A 


V/_\ 

-). 
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Faktoni tang* — = tang*— ar fQr smi viirden v mycket liten; fbr 
2 2^/ 

V = - ar dess varde annu blott o, 17 ■ • • • och vaxer lingsamt mot i 
4 

d& V vaxer mot En jamforelse mellan likheterna (2) och (2') visar 
2 

saledes, att man vasentligen reducerar inverkan af de koefficienter b 

hvUkas indices aro storra iin och foljaktligen fbr de dfriga koeffi- 

2 

cienterna, och sarskildt for dem raed liigre indices, erhaller viisentligt 
noggrannare varden, om man i stallet for (3) anvander fdljandc formler 
(uttrycket for «„ ar identiskt med det tidigare): 


(3') 


n-l 


n—l 

k^o 

n --1 

I 2 

ay = • > O'i 

. Vjr * 


COS= h u 

2 // 


2 V^ 

'h COS-» 

W 


, I . 2 

CO,'-; 


(v I, a, 


n 



8. Vi hafva i det foregaende icke beaktat matningsfelen. En nog¬ 
grannare undersokning visar att afven dessas inverkan vasentligen 
reduceras vid anviindande af formlema (s'). Om medelfclet har samma 
varde e vid matningen af de olika ordinatoma (hvilken lorutsHttning 
visserligen endast narmelsevis kan vara uppfylld, da miitningens 
osakerhet i nilgon man mistc dkas med kurvans stigning), (inner man 
att medelfelet fbr koefBcientema 

enligt formlema (3) ar lika med 



enligt formlema (3') lika med 
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ERNST lindelOf: 


dar 


)S' 

J 


Pv = 


I +cos»— 


T I vji 

I + COS — 
n 


af dam ftlrtor p, ar (Sr »<1 mycka aara -L, 

4 1/2 


mot I di V vaxer mot -• 
2 


vaxer 


akriL IS-ftringaStt aa del ofvan ba 

,!■ L ™ ettiakarvan y =/(»), „aom 

'™'” ■>'“ o""”'* -p~- 

i l/(*- aik) + 2/(,_ A) + 2/(^ ^ ^ 

<a» ^ = -, och taampade pi daiaa kurva da vanlga formlana, ul- 

0. SA, lod, .... svaranda 

(4). Talet n antages-harvid divisibelt med s. 

nya Tetcd.^'tSTs^ ' ^s afseenden lampligare att. i staUet for denna 

Maa hlr da at fdrfaringssatt. 

Man bar di att uppmita 4 « ordinator af den gifna kurvan v - f(:t) 

«». aat u, daaa. Mid. daa tava ao. aapm^taL^Tw 

/; - /(^- AQ + 2 /(x) 4 - fix 4 - A>) / ^ 

4 l^=T = 5sj‘ 

samt harur den kurva hvars ordinata bar tiU uttryck 

F(x) = /i (^— A) + 2 f, lx\ 4 - /■ [x + A) 

4 

de ordinator af denna sist- 
bildas «r d"n “^elt 
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fcr-O 

T _ n^mm! 


cos* ^ fc=o 


•12’^ 


, V7t - VJt W 

COS*-COS*- fe-0 

2 ;; 4 » 


VlfCOS-1 


n—1 

I 2 . 2V^ 

-- ^ ^ftSin- 

- voT , vn «n 

COS*-COS* — /f«0 

2n 4» 


(v = I, 2. 



HSr ar inverkan sSval af de negligcrade koefficientema som af mat- 
ningsfelcn reducerad i iinnu mycket hogre grad iin i formlema (3')- 



LINEARA PARTIELLA DIFFERENTIALEKVA- 
TIONER MED MULTIPLA KARAKTERISTIKER. 

AF 

HENRIK BLOCK. 


P ARTIELLA dlffcrentialekvationer med sammanfallande karakteristiker 
ha hittills blifvit foga undersdkta, om man bortser fr^n ett par 
ekvationer inom den matematiska fysiken, bland hvilka varmelednings- 
ekvationen ar den b^t kanda. Att emellertid en dylik undcrsSkning 
skulle vara af ett synnerligen stort intresse, hr att Hirutsc pa grund 
af de intressanta resultat, som studiet af viirmeledningsekvationen 
gifvit. 

I ett arbete med titein iCaratteristiche multiple e problema dl 
Cauchyi^) bar I^evi undersdkt, hur Cauchy's problem gestaltar sig Rir 
ekvationer af hdgre ordning med multipla karakteristiker. Den .sa 
intressanta reella teorien berdres emeilertid blott fdga i detta arbete. 
Levi anger niimligen en klass af ekvationer, for hvilka det Cauchy ska 
problemet ar mojligt ur reel synpunkt utan accessoriska villkor. Do 
ekvationer, fdr hvilka sa cir forhilllandet, Uro emellertid ganska speciella. 
Fran reel synpunkt hr gifvetvis det fall af det stdrsta intresset, dil 
Cauchy's problem icke .hr mdjligt, ty dot iir uppenbarligen i detta fail, 
som vhsentligt nya resultat behdfvas och hro att vhnta. Jag har diirfur 
foret^t en undersdkning af ekvationer af denna typ*). Som i all* 
mhnhet hr fallet inom den reella teorien, maste man emellertid bdrja 
med studiet af vissa enkla typer af ekvationer. Allmhnnare fall kunna 
sedan med hjalp af Ihmpliga variabelomb3'ten,. integralekvationer o. s. v. 
reduceras till dessa typer. 

0 Annali cli Matematica, 1909. 

*) Arkiv Air matematiki astronomi och fyaik, band 7. 



HENRIK block: 

UndetsSkningama galla uteslutande lineara ekvationer med tvi 
o eroende variabler. F 5 r att undvika accessoriska svirigheter anhir 
jag. att ekvationens alia karakteristiker sammanfalla. Genom lampligt 
val af de oberoende variablema fir ekvationen dl formen 


bfg 

dxP 


J d5 b e 




d^ funtoonen F ar en linear funktion af e och dess derivator upp 
W1 ordningen /-i, hvars koefficienter Sro funktioner af ^ och y. 
Karakteristikema aro ou rata linjer, parallels med ^axeln. 

For att ekvationen skall bora till den af Levi angifna klassen. fir 
funkhonen F icke innehilla nigon derivata i afseende pa y. I si fall 
ar emeUerbd ekvationen en ordinar differentialekvation i afseende pi 
1 hwlken y pwametriskt ingir. Detta fall ger oss slledes intet nytt. 
Lit OSS aUtsI antaga, att F innehlller Itminstone en derivata i 
afseende pi y. Ett lampligt fall att bdrja undersokningama med Ir, 

att F bestir af den enda termen 0 . Ekvationen lean alltsl 

skrifvas 


L{e) = 


b^e _ b^s 

bxP~"^ 


Vid studiet af denna elevation visar det sig, att ett undantagsfall 

hS^ed’ ^ ^ en gemensam divisor. F8r att undvika de 

Wmed forkrappade svirighetema antager jag alltsl slutligen, att / 
och q kro relativa primtal. ■' 

Den adjungerade ekvationen till L{b) = o ar 


p« = »>, i=:yzrj^ 

oA beteckm des. , rdlter m«d p..p., .... p^,. v.„ 


P» = a* + *Px. 



lineAra PARTIELLA DIPFERENTIALEKVATIONER. I 

Vi bilda nu de q uttrycken 

E ^.«(5—n —y) = cos [phh« (n —y) + m (5—a-)1, 

J 0 


X = O, I, 


q- I. 


Ar 0*^0, 'sa ar den oandliga integralen konvergciit fiir n>J'‘ 
Ar dter a* ^ o, konvcrgerar integralen lor i\ <.y. 

Vi bilda nu vidare summorna 

/ 

Eq — Sk Eq, X, Eq~ - Eq, «, 

hvarvid i den forsta suoiman alia x-vlirden medtagas, fbr hvilka Ox <C 
och i den senarc summau alia x, for hvilka Ox ^ o, Ar nagot Ox = o, 
sfi medtaga vi motsvarande Eq, % efter behag i den ena eller den andra 
af de bada summorna. 

Det existerar dS. en entydigt bestamd funktion E(^ — .r, t\—. o') af 
fbljande egenskaper: 

E satisfierar ekvalionen M [E) — o; 

F6r .y <C n fir 


Icir y > i\ iir 


f_iv/ 


f_iW A' 


(S>«’ 


Inlbra vl beteckningarna 


sa ar fur y ■< i\ 


och fLir y >■ 


(n— 


b’—n)'' 


f;--l 


E (5 — .V. r\ —y) - (i\ —y) V(/), 


q -1- 


7i(5-:r,n-;0 = O'-n) V(^^)- 


/ och / iiro hcla transsccndenta funktioucr af ^ och 4 h. Gruiid- 
losningen £ ar kontiniierlig jiimtc alia sina derivator i afscende pii 


, r.. io 

och j/, utom lor y = - - 

nuerliga, men ar diskontinuerlig. 

oy* * 


aro iindliga och konti- 


II 
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hensiebloce: 


Beteckna vi med s en sluten kontur i ;i^-planet och med s en 
inom s regular losning till ekvationen L («) = o, si ar 



I denna formel ar det ofre vardet till vanster giltigt, om punkten 
ri befinner sig inom konturen s, och i motsatt fall det nedre. Inte- 
gralema tagas i positiv riktning l^gs hela konturen s. 

Pallet g = t erbjuder nigra olikheter, I detta fall skola inte- 
gralema i ofvanstiende formel blott utstrickas till en del af x. Ar/ 
delbart med 4, skola de tagas ofver den ofvanfbr karakteristiken/=r) 
belagna delen af ar / iter delbart med 2, men ej med 4, skola 
integralerna tagas 5 fver den under linjen — r\ belSgna delen af kon¬ 
turen. Ar slutligen / udda, kunna integralerna tagas antingen dfver 
den ena eller ofver- den andra af dessa bida delar af s. 

Sisom redan framhillits, h6r ekvationen Z (a) = o icke till den 
klass, for hvilka' Cauch^s problem ar mojligt frin reel synpunkt. 
Hvilket problem ha vi di att satta i stillet for Cauchy's} 

Lit OSS betrakta en kontur s, inneslutande ett omride Y zX xy 
planet. I a mi ingi delar af karakteristiker y = const. Pi dessa 
linjer 'ix dy = <i. Di konturen s genomlopes 1 positiv riktning, Sr 
dx'y>o, om karakteristiken befinner sig nedanfbr F, och <|o i motsatt 
fall. Beteckna med ^ de fbrra och med 4 de senare delama af kon¬ 
turen. Pi /q u siledes 

dy = o, dx>o, 

pi /j ar 

Pi de ofriga delarna af konturen ir =|: o. Lit oss med 
beteckna de delar, dir 

dy<,o, 

och med s^ de delar, dir 

dy>o. 

Fir korthets skull beteckna vi med ( 5 ) kvantiteterna 





m = ~ fbr / jimnt, 
tn =' ^ ^ fir p udda. 


och med (Z) kvantiteterna 



uneAra partiella dipperentialekvationer. 


;i = f 


(L) s, 


for f jamnt, 


« = — — ■ fbr f udda 


Vi kunna di uttala fdljande satser, hvarvid jag bdrjar med special- 
faUet ? =; r. 

Ar ^ = I och / udda, ar e bestamd inom F och pS om 
man kUoner vardet af s pi 4, kvantiteterna 


( 5 ) pi Jq, och pi Jq, om 


p—i 



udda, och pi jj, om Ir jimnt. I denna 

sats kunna vi emellertid samtidigt permutera ^0, Si och 4 , 4. 

Ar ^ = I och p divisibelt med 4, si ar s bestamd inom F och 
pi 4i o® kvantiteterna (S) aro gifna pi jj, och e Ir gifvet pi 4* 
Ar Iter p divisibelt med 2, men ej med 4, si miste ( 5 ) vara gifna 
pi Sq, Si och s pi 4 > vardet af e inom F och pi 4 diraf entydigt 
bestamdt. 

I fallet g = i hr alltsi s bestamd genom kannedomen af vissa 
kvantiteter pi en dppen kontur. I vissa fall miste konturen vara 
dppen uppit, i andra nedit. Ar p udda, ar det likgiltigt, om kon¬ 
turen Ir dppen uppit eller nedit. 

F 5 r q'p'\ ha vi att sarskilja flera olika fall. Ar 

a) p udda och q jamnt, 

si Ir s entydigt bestamd inom F, om man kanner vSrdet af kvan- 

titetema (£) pi 4, 4, (S) pi Jq. -^k s^mt pi Sq, om ^ ^ ^ 

bx * 

ar udda, och pi om"^-" + '1 jl®nt. 

2 2 


Ar Iter 


b) p jimnt och q udda. 


si Ir B bestamd inom F, om man kanner virdet af kvantiteterna [L) 

pi 4, 4 , (5) pi Jo. ^1. och pi 4 , om 1 + ^^ If udda. och 

by * 

pi 4 i om ^ -h ^ Ir jimnt. 
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I fallet 

c) p och q bAda udda 

har jag d^emot icke lyckats harleda nSgon motsvarande sats. FrSgan, 
huru integrationsproblemet i detta fall bor formuleras, ar alltsS, tills 
vidare obesvarad. En formulering, analog med den i fallen a) och b), 
synes dock ganska sannolik. 

Fallet p och q bSida jamna ingir icke i ramen for vSra under- 
sokningar, di vi ju fdrutsatta, att p och q aro relativa primtal. 

Slutligen uppstir frSgan, hur man bor ga till vaga for att Idsa det 
sSlunda uppstallda integrationsproblemet. Den ofvan angifna grund- 
formeln ar ej tillracklig harfor, enar en del af de kvantiteter, som inga 
i hogra membrum, aro obekanta. I allmanhet mS.ste integralekvationer 
anv^das for problemets losning. Vissa enkla fall kunna dock Idsas 
utan integralekvationers hjalp. Sa ar t. ex. forhSllandet for ^ = 1, 
om vi tanka oss de bida kurvorna Sq, rycka oandligt ISngt bort. 
Losningen ar di bestamd genom de varden, den antager Itings hcla 
utstrackningen af en karakteristik. Grundformeln ger oss i delta fall 
direkt den sokta losningen. 

Fallet q = 2 kan ocksi Iosels utan integralekvationer, om och 
aro oandligt aflagsna. Losningen ar d^ bestamd mellan tvfl karak- 
teristiker, om dess varde ar bekant langs hela utstrackningen af dessa 
karakteristiker. Det formulerade problemet kan losas med den 
s. k. speglingsmetoden (mdthode des images). 

Anmarkas m&, att fallet q = 1 fdreter stora likheter med viirmc 
ledniagsproblemet, under det att fallet y > i i m&nga afseenden pfi- 
minner om Dirichlets problem.. 



OM EN KLASS HELA FUNKTIONER AF 
IRREGULAR TILLVAXT. 

M' 

RUBEN MATTSON. 


M KD en liel funktiou af irregular tillvaxt menas som bekant en 
hel funklion, hvilkens maximimodyl if (r) fSr 1^1 = r foreter 
sadana oregelbundenlieter, att dess viirde for vissa argumentvarden ar 
jamfbrligt mod och for andra med dar a och p aro tvenne 
skilda konstantcr eller tveniie oUka hastigt vaxande funktioner af r. 
For att bilda on hel funktion af denna natur har man tvenne direkta 
metodcr, bada angifna af Borel^). Man kan antingen bilda en bestan- 
digt konvergerande potensserie med luckor mellan termema d. v. s. en 
scric af formcn 

00 

ellor ocksa kan man bilda cn s. k. kanonisk produkt med anvandande 
ai cn scric nollstiillexi, hvilkas absoluta belopp tillvaxa pS ett oregel- 
bundet slitt. Den lorra metoden har varit den hittills hufvudsakligen 
anvanda {fiorel\ Dlu»unthal\ For att studera sambandet mellan 
gji irregulHr funktions storleksordning och dess serie af nollstallen b8r 
emellcrtid den andra metoden ligga narmare till hands. Amnet for 
den undersokning, som har skall refereras, ar just att gifva n^ra 
cnkla cxempel pa hela funktioner af irregular tillvaxt, hvilkas boll- 
stallen pa forhand iiro uppgifna. 

Lcgona flur lea fonctlona cnliferes. Paris 1900. pag. 120 och ai. 

*) Sur quolques fonctious cnlifiroa. Rend, dcJ. Circ. mat. di Polenno. T. XXIII. 

■) Principos do la thdorie dea fonctious entiftroa d'ordre infini. Paris 1910. pog. 8. 
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Det fbljer otnedelbart af den allnianna teorien for hela funktioner 
af andlig ordning, hvilka villkor nollstallena miste uppfylla f6r att 
funktionens tillvaxt skall blifva irregular. Skrifver man namligen (r) 
vinder formen 

M{r) = 

dar p betecknar funktionens apparenta ordning, ar tydligt, att M{r) 
blir af irregular tillvaxt i den bar' afsedda meningen, endast om x(r) i 
ett o^dligt antal intervall antar oandligt sm£ varden och i ett annat 
ocksS. owdlig^ antal intervall antar andliga eller oandligt vaxande 
varden. Man f 5 r haraf omedelbart‘) foljande iwdv&ndiga villkor for 
att funktionen F{x) skall vara af irregular tillvaxt: 

Out p ej Ur ett helt tal, m&ste lim inf-r- *^ . vara =o; om p Ur 

n—oo I I" 

ett helt tal, m&ste samrna villkor vara uppfylleU, men d& m&ste man 

n 

dUfjUmte Ant lim inf ^ — = o. 
n—•* eS, 

Det fbrsta af bida dessa villkor ar tydligen uppfylldt for funktionen 



dar Ep betyder den Weierstrassiska primfaktorn af rangen p = [p] och 
A ^ ett helt positivt tal hv. s. h. Funktionen har namligen foljande 
serie af nollstallen: 


— - - 

kP - kP. kP - kP. 

(A^st.) ’ (A** St.) ’ 

Nollstallena och am+i med 

»* = A‘ + A»+....(«=i, 2....) 

1 

blifva alltsl af storleksordningame mP och {m + i)p'resp.; an¬ 

tar alltsi med vaxande « allt raindre varden. och vi skola nt^^ppyisa, 

») Jm|. Zindea/: Sur 1 m fonctiona entiires d’ordre entier. Aanales sc. de I’&ole Nor- 
P- 375 - Det eibjuder inga svilriglieter att fonnnleia de aa- 


fbrda vaUcoren sft, att de lifven blifra tlUrlckliga. 
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att funktionen ^^(x) ar af irregular tillvaxt fbr p>/ och af regular 
tillv^ fSr p =/. 

F3r att undersdka funktionens storleksordning utgl vi frln fdljande 
resultat angaende funktionen (u): j maximimodyl pi cirkeln « == |m|* 


lul+Wix Ml 

_5_|alP+l 
^ fO+l' ' 


fbr 1«1 ^ I + ^ 


I fallet / < p + I itr man haraf utan svirighet 

{l+c(r))(—r +_£_rP+l—<P+1— 

(I) \Fi(x)\£e^ *’+> > 

idet vi med e(f') beteckna^) en funktion tenderande mot o med och 
med 9 mena ett positivt tal ^ i bestamdt si att 

r<> = F‘+® 


om 

( 2 ) 


log^ 


Det ibljer af (i), att den mot Fi{x) svarande funktionen M^ir) har 
sin storleksordning varierande mellan 


p 4 " 


n.*p±l=c 
och e' , 


den fbrsta svarande mot 0 = o eller i, den senare mot det 0-varde, 
som gor de blda termerna i exponenten i (i) lika. FQr p = / medfbr 
detta tydligen icke nigon variation alls i funktions storleksordning. 
Man fir i detta fall direkt 

dSr u ar besiamdt af ( 2 ). d.v.a. ISr alia r-varden ar df,(r-) jamflirligl 
med: 

fPlnftf 
t Ion* 


och oaktadt Fi{x) har irregullrt fordelade nollstallen ha alia funktio- 
tionerna 


') samma belydeUe hixr «(r) Sfyorallt i det fbljande. 



i68 


RUBEN MATTSON: 


<pW--^iW + ^>W 

f(p (x) och t|) {x) hela funktioner af lagre ordning an /] regular noil- 
stallesfdrdelning med 


1 



For att en funktion med heltalsordning skall vara irregular fordras 
som namndt, att man skall hafva 


lim mf \ — = o. 

n-=oo 

Det ar d& tydligt, att irregulariteten kommer att bli s& stor som 
mojligt, om man darjamte bar 


( 3 ) 


2.2,-^ A — 2 a 

Y»1 Ynl VS=1 


dar «i, «g, • • • • utgora en standigt vaxande serie hela tal. 

Alla dessa villkor aro tydligen uppfyllda for funktionen 


00 

V—To \ / j 


och denna funktions irregularitet blLr darfdr mycket storre an den 
nyss behandlade funktionens. 

Berakningen af M[r) ar har synnerligen enkel, i det att man har, 
om (r) Sx den mot [x) svarande funktionen M{r), 


( 4 ) 


^ai 






■<M,{r)<C. 


^ni 




diir C m: en viss konstant och m ^ bestamdt s& att 


I flm I ^ ^ < I tfjn+l !• 

% 

Med samma beteckningar som for F^{^ fSr man alltsS: 
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Satter man hiir 
och saledes 



far man 


MM 





hvaraf det omedelbart synes, att {r) har sin storleksordning viLxlande 
mellan f'* och dar lim n {r) = o. Genom att taga k lillriick- 

r—00 

ligt stort kan mail alltsa fa {r) alt variera mellan ^ och , hur 
litet an det positiva talet & valjes. 

Annu storre irregularitet fas genom att bilda funktionema med 

nollslallena: (v = ij 2 , 3 •' * ’)• Man far t. ex. att funktioneii 



Ur af ordningen p, men dess storleksordning Ur i cn oandlig niUngd 
intervall ^ 

^( 1 —i.(D) (/ci«« (rP)) * 


d. V. s. funktioncn fcirhaller sig i dessa intervall som eii funktion af 
ordningen o. 

Funktionen 



Ur dUremot af oUndlig ordning och man har fiir ctt oUndligt antal 
r-vUrden vtixande mot oUndlighctcn 






medan 
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MW) = 
f<5r 

r = n >• Bj. 

Annu stSrre irregularitet erbllles naturligtvis for funktioner, hvilkas 
nollstallen bildade med tillhjalp af annu flere ginger itererade 
exponenti^unktioner. 

De funktioner, som fis pi detta satt kunna alia skrifvas under 
formen 

^M=n('-(xr) 

Y=1 ' ' 

dar •••• och lira |^v| = 00 samt dar w,,■ • • • 

VS=O0 

Iro hela tal hv. s. h. gorande den anlbrda produkten konvergent. Af 
alia funktioner med samma modyler hos nollstallena ar tydligen till- 
vaxten meat irregular hos en sidan funktion och ett nlrmare stu- 
dium af den mot densamma svarande funktionen M{r) bor diirfur 
kunna lamna bidrag till Idsningen af problemet att utfinna, hum en 
vaxande funktion kan vara beskaffad for att den skall kunna vara Ilka 
med maxiniimodylen till en hel funktion. 



OM NAGRA AF RIEMANN ICKE BETRAKTADE 
MINIMALYTSTYCKEN, HVILKAS BEGRANS- 
NING BILDAS AF TRE RATA LINIER. 

AF 

E. R. NBOVIU8. 


I en afhandling >Ueber die Fliche vom kleinsten FlScheninhalt bei 
gegebeaer Begrenzungc Idser Rietnanit (BerTthavd Hiemann s gesam* 
melte Werke Leipzig 1876. Sid. 283 ff.) problemet att analytiskt 
bestamma en minimal)^, hvars begr^nsning bildas af en fbljd af rata 
linier, af hvilka tva p& hvarandra fdljande antingen skara hvarandra 
eller ock koraa hvarandra i ryinden. I det senate fallet strScker sig 
minimalytstycket i oandligheten och det antagandet gdres, at dessa 
s. k. sektorer i oandligheten asymptotiakt narma sig en skrufyta, som 
best^mmes genom de tvd rata linierna. 

Stsom en anvandning af den allmanna teorin loser Rtetnawt pro¬ 
blemet i det speciella fall, i hvilket begransningen bildas af tre rata 
linier, som korsa hvarandra (sid 304)- Aro de tre rata linierna 
>parallela med koordinataxlama* (i ett ratvinkligt koordinatsystem), sS 
uppstalleriefmawj (sid 307) i sluten form uttryckena for de ratvinkliga 
koordinaterna fSr en godtycklig punkt pd ytstycket. HSrvid antages 
att de skrufytor, till hvilka de tre sektorema i oandligheten narma sig, 

hafva amplituden ^ och icke en godtycklig udda multipel af -• 

I uttryckena fbr koordinaterna x, y och e inga tv 4 af hvarandra 
oberoende parametraroch <7:^, af hvilkas varden minimalytstyckets 
form ar beroende. IRiemann ingSr ej i nigon diskussion af de olika 
former, som de genom bans formler bestamda ytorna kunna antap. 
Man finner endast den korta anmarkningen, att ytans sfUriska bild, 
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fbrmedlad genom parallela normaler, kan hafva antingen en forgrenings- 
punkt i det inre eller ock tvH s. k. atervandspunkter fcir normalerna 
pa begransningen. 

I en uppsats »Ueber Minimalflachenstiicke, deren Begrenzung von 
drei geradlinigen Theilen gebildet wird. Theil II. (Acta Societatis 
Scientiarum Fennicae, 1893) stalde jag mig uppgiften at bestiimma alia 
de olika former, som de genom Rzevtann's formler analytiskt bestlimda 
minimalytstyckena kunna antaga, genom att at parametrarna p : r och 
q : r gifvas alia reella varden fran — 00 till + 00. 

Ett specielt intresse erbjbd harvid fragan huruvida ett minimalyt- 
stycke var entydigt bestamdt genom afstandena .^ 4 , i?, C emellan de tre 
begransande rata linierna, da afseende fastes saval vid dessa afstands 
absoluta storlek som ock vid deras fortecken. Ett afstand emellan tva 
begransande linier infordes sasom positivt eller negativt allt efter som 
den sektor, som stracker sig i oandligheten emellan dessa linier, bar 
formen af en hogervriden eller en venstervriden skrufyta. 

For afstandena A, B, C uppstaller Riemann (sid 306) foljande 
uttryck: 

B = — {p q ^ r)\ 

-J • 4 ^® — (/ + <7 + ry. 

Dessa uttryck kuima sattas i formen 

■J-^=(3P + q + r)(p — q — r} = As-Ai 

— .B = (p + 3q + r){—p q — r) = B^- B^, 

^.C=(p + q + 3 r){-p-q^r)=Cs-C^. 

Genom dessa uttryck aro afstandena A, B, C bestamda saval till 
storlek som fortecken, di vardena pa parametrarna /, f, r aro antagna. 
Uppfattas parametrarna sasom homogena koordinater for en punkt i 
ett plan, sa synes, att afstindena A, B, C aro lika med noli for 
varden af parametrarna, som geometriskt representeras genom punkterna 
pi de jr.* rata linierna = o, 4 = o; B,=q, Bs = o-, = o, 

C3 = o. 
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Genom dessa sex rata linier indelas hela /, ;^-planet i 16 om- 
rlden och innanfdr hvart och ett af dessa omriiden iiro fdrtecknena 
for afstandena A, B, C bestanida; de fdrandras ej for olika viirde- 
system p, q, r innanfbr ett omrade. Ett onibyle af ett fortecken kan 
ega rum endast genom att nagon af linierna A^, A^, ofverskrides. 

Blir ett af afstSndena A, B, C analytiskt betraktadt lika nicd noil 
derigenom att paranietrarna p, q, r antaga varden, som geometriskt 
representeras genom en punkt pa en af rata linierna A^, By ellcr Cy, 
sa ofvergar den skrufformiga sektorn i en plan lamell (ett fjerdedelsplaii) 
emellan de tva hvarandra skarande rata linierna. Ifran den sftiriska 
bilden, som i allmiinhet sammansattes af fetn sfariska oktanter, afskilja 
sig tva oktanter. 

Blir ett af afstanden A, B, C lika med noil derigenom att at 
parametrarna gifvas varden, som geometriskt representeras af en punkt 
pa en af linierna A, B, eller Q, sa afskiljes deremot icke ett fjcrde- 
delsplan ifran minimalytstycket utan tva element af detsamma, med 
olika tangerande plan, narma sig hvarandra, sa att vid fortsatt form- 
fbrandring ytstycket kommer att genomskiira sig sjelf. Den sfiiriska 
bilden af ett dylikt ytstycke bildas afven i grlinsUiget, dii ett af af¬ 
standen blifvit noil, af fem sfariska oktanter. 

Den gcometriska uttrycksformen fdr det ofvanstaendc ar alltsa 
fdljande: blir ett af afstiinden A, B eller C lika med noli, sa bestiim- 
mas genom den gifna begriinsningeu i allmiinhet tvii fullkomligt olika 
minimalytstycken. 

Aro tva afstilnd t. ex. A och B lika med noil, .sii bildas ytstyckets 
begriinsning af tre riita linier, af hvilka en skiir de tvii bfriga under 
riita vinklar. Analytiskt betraktadt kunna de tvii afstanden A och B 
blifva lika mod noil antingen sfilunda att at parametrarna gifvas viirden, 
som geometriskt representeras af skiirningspunkterna emellan riita 
linierna Ay och By, Ay och B\, A^ och By eller ock A.y och Man 
erhaller salunda genom samma begriinsning fyra olika ytstycken. 
Detta resultat viickte en viss uppmiirksamhet bland de matematiker, 
som niirmare sysselsatt sig med teorin for de.ssa ytor, ty man syne.s 
ha antagit, att genom en begriinsning, som bildas af tre riita linier, 
af hvilka en riitvinkligt skiir de tva iifriga, endast ett ytstycke, mim- 
ligen ett stycke af en vanlig skrufyta, blifver bestilmdt. Snval Rtemann 
som G. Darboux liisa direkt detta problem och komma enda.st till 
skrufytan. 

BetriLffande antalet ytstycken, som blifva bes5tiimda dii de tre af- 
slandena A, B, C iiro gifna saval till storlek som fortecken, fann jag 
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att detta antal i allmanhet kan vara hSgst lika med tre. Aro endast 
absoluta storleken af afstinden gifna, si bestammas i6, 14, 12 eller 
luinst 10 olika ytstycken. 


Under forsoken att enligt den P/ateau ska. metoden genom en 
losning af tvil, vatten och glycerin experimentelt askadliggora de olika 
minimal)rtstyckena, stotte jag pa 3rtstycken, hvilka icke analytiskt 
bestammas genom de af Riemann uppstalda formlerna. Ett af dessa 
ytstycken upptradde vid fbrsdket att experimentelt framstalla ett 
ytstycke med tre sektorer, som stracka sig i oandligheten och dar 
hafva karaktaren af hogervridna skrufytor (4 l>o, ^>0, C>o), 
Genom de undersokningar jag anstalt angiende formen af de ytor, 
som framstallas genom Riemann’s formler, framgir det, att de ifri- 
gavarande ytstyckena genomskara sig sjelfva och att de siledes ej 
utan vidare kunna framstallas genom Plateau's forfarande. Framstaller 
man emellcrtid de begransande rata linierna genom tunna jarntradar, 
hvilka i det andliga forenas genom bojda tridar, och doppar man 
derma stallning i den Plateau'sksi losningen. si erhiller man, efter att 
afva fbrstort en lamell, som bildar sig i det inre, ett ytstycke, som 
begransas af de tre gifna linierna. Detta ytstycke ar dubbelt- 
sammanhangande, ar en sikallad dubbelyta, som har endast en sida 
(»einseitige Flachet). 


U^ende ifrin denna dubbelyta, kommer man till en annan grupp 
af ytetycken, hvilkas begransning afven bildas af tre rata linier och 
^m ic e^ u^ora speciella fall af de )^stycken, som bestammas genom 
Rtemann s formler, genom att lita tvi af de begransande rata linierna 
narma sig hvarandra anda tills de skara sig i en punkt P. I detta 
gransfall ofvergir det dubbeltsammanhangande ytstycket i ett enkelt- 
sammanhMgande ifall man tanker sig sammanhanget upplost emellan 
de tvi delama af ytstycket. som endast hafva punkten P gemensam. 

. o ytstycke, horande till denna grupp, bildas af 

w hvarandra under rat vinkel i en 

punkt />, samt en tredje rat linieZ. som stir vinkelrat emot det plan 
som bestammes af de tvi fdrstnamda Imierna. Betecknar man de tvi 
ifria punkten P utgiende delarna af de obegransade linierna ^ och Y 
med och Zi, Fj och F„ samt tanker man sig dessa delar for- 
^tede 1 planet F, si att sammanhanget i punkten P fullkomligt 
upploses. men hkval si. att halflinierne Zi och X, samt F, och F 
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fdrblifva parallela, och att vinklarna -Yi Fg och med spetsarna 

och Pg fdrblifva rata, sa erbjuder sig det allmannare problemet att 
bestamma ett minimalytstycke, hvars fullstandiga begransning bildas 
af de fyra halfliniema X^, Y^, Fg samt en femte it hvardera 
sidan obegransad linie Z, som star vinkelrat einot de fyra halfliniernas 
plan. Harvid bora halfliniema Xi och F^ i oandligheten fdrknippas 
med hvarandra genom ett ytstycke, som asymptotiskt narmar sig 
planet X^ Y^, hvaremot de i oandligheten liggande andpunkterna af 
linien Z fdrenas med de oandli^’aflagsna punkterna af halfliniema 
JSTg och genom ytsektorer, som hafva karaktaren af skrufytor. 

Den sfariska bilden af ett silunda begransadt ytstycke kan samman- 
sattas af sju oktanter och pa begriinsningen af denna bild kunna ire 
singulara punkter upptrada. 

De ratvinkliga koordinaterna x och y for en punkt pa ytstycket 
uttryckas genom de reella delarna af elliptiska integraler af tredje 
arten, medan koordinaten s, som raknas parallel med linien Z, fram- 
stalles sisom den reella delen af en algebraisk funktion af en komplex 
variabel. 

I uttryckena fbr de rStvinkliga koordinaterna upptrada tre af hvar¬ 
andra oberoende parametrar a, d, c. Genom en af dessa, t. ex. c, be- 
stS.mmes forhSllandet emellan afstindena frS.n linien Z till linierna 
X^ och Fj. De tva ?tndra parametrarna kunna bestilmmas sS., att 
punkterna och sammanfalla. I detta gransfall erhalles ett 
ytstycke, hvars begransning bildas af tre rata linier, namligen linierna 
Xi^-\- Xi = X och Fi + Fg = F, som skara sig, samt linien Z. 

Betecknas koordinaterna for punkterna P^ och P j med ^ resp. 
{xy,yy,o) och (A^.jVa.o), sa framstaller sig fraganfor hum manga varde- 
system af parametrarna a och b ekvationerna x^ — x^ och 
samtidigt satisfieras. Resultatet af en genomford undersdkning ger vid 
handen, att det finnes ivd vardesystem (a^, och (<rg, 3 g) som satis- 
fiera ofvanstiende tvl ekvationer, 

•Man ledes salunda till tva olika typer af ytstycken, hvilkas be¬ 
gransning bildas af tre rata linier, af hvilka tva skara hvarandra, 
medan den tredje star vinkelrat emot de tva fbrsta liniernas plan. 
Det ena vardesystemet («i, ^1) leder till en begransning af den be- 
skaflenhet att linierna Xi + X^ = X och F^ + = F aro obegran- 

sade i hvardera riktningen. Det andra vardesystemet (ag, ^g) leder 
till en begransning, som bestir af tva ifrSn en punkt P utglende half- 
linier och en tredje. linie Z^ som stir vinkelrat emot dessa halfliniers 
plan. Man har att tanka sig, att fore gransofvergingen Xi -■ x^,yi ■■'■•'yi 
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halflinierna och F3 hvardera ofvergatt i deras motsatta riktningar 
och att saledes i gr^slaget = yi^y^ halflinierna och 
samt likasS halflinierna och F2 tacka hvarandra. Pa den analytiska 
fortsattningen af delta senare ytstycke upptrada de sammanfallande 
halflinierna + X^ och F^ + Fg sasom dubbellinier i den bemarkelse, 

att genom hvarje punkt af dessa linier — punkten P undantagen — 
ga tva distinkta ytelement, Det kan val antagas att Rieniaim, da 
han stalde problemet att analytiskt bestamma ett minimalytstycke, hvars 
begransning bildas af rata linier, icke tankt pa dylika ytstycken med 
dubbellinier. Men dessa ytstycken kunna ej uteslutas, emedan desamma 
framtrada, da nSgra i en allmannare losning ingaende parametrar 
variera kontinuerligt. 


UtgSr man ifrSn det granslage = ^2* J'l = som motsvarar 
parametersystemet och betraktar man riita linien X sasom en 

rdrlig linie, hvilken standigt forblir vinkelrat emot planet Xj^ + Ag = X, 
Fi + Fg = F, och later man denna linie Z narma sig cn af de bada 
halflinierna eller F^, t. ex. F^, medan afstandet fran den andra 
halflinien X^ bibehaller ett varde som ar storre an noli, sii uppstar i 
gransfallet, da det fdrstnamda afstandet ar lika med noli, ellcr dii 
linien Z skar halflinien F^ i en punkt P3, ett minimalytstycke, som 
bestar af tva skilda ytstycken, hvilka icke iiro delar af samma analy¬ 
tiska yta. Det ena )^stycket ar ett stycke af en skrufyta, hvars axel 
utgores af den ratliniga strackan PP^ af halflinien F^ och pa hvilket 
halflinien X^ och den ena fran punkten P^ utgaende halflinien Z^ iiro 
alstrande linier. Det andra ytstycket begransas af de fran punktcrna 
P och P^ utgaende fyra halflinierna ATi, Fg samt ;i;, K,, hvilken 
senare utgor en del af halflinien F^ och saledes ligger i fiirliingningen 
af Fg. Ytstyckets begransning bildas alltsa af tre riita linier, af hvilka 
tvi, ATi och Zg skaras under rata vinklar af den tredje linien ]<, + 
som ar afbruten emellan punkterna P och P^, 

Till de tidigare (sid 173) omnamda fyra ytstyckena, hvilkas be¬ 
gransning afven utgjordes af tre rata linier, af hvilka tva skaras af 
den tredje under rata vinklar kommer saledes nu ett femte ytstycke, 
som ej framgSr ur Riemann's formler. 

Fragan uppstar nu huruvida harmed alia ytstycken iiro bestiimda, 
hvilkas begransning bildas af tre rata linier, af hyilka tva skiira den 
tredje ratvinkligt. 
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Riemajtn behandlar bland exemplen^ pa minimalytor, hvilkas be- 
gransning ar foreskrifven fdljande fall (sid 417): 

»Es soil die Flriche vom kleinsten Inhalt bestimmt werden, welche 
begrenzt ist von drei Geraden, die sich in zwei Punkten schneiden, so 
dass die Flache zwei Ecken in ihrer Bcgrenzung und einen ins Unend- 
liche verlaufenden Sector besitzt.« 

Genom tillsatsen »so dass die Flache-«, som utgor en niirmare 

bestamning pa den sokta ytans form, begransas problemet sa, att man 
i det speciella fall, da de begransande linierna aro parallela med 
koordinataxlarna i ett ratvinkligt koordinatsystem, kommer till endast 
ett stycke af en skrufyta, saledes till endast ett af de fyra ytstycken, 
som framga ur Rienianns allmannare formler (sid 307). Icke heller 
G, Darboux hat fort Idsningen af detta speciella problem vidare. 
(Legons sur la th^orie gdndrale des surfaces, sid 483. Paris 1887). 

Fattadt i storsta allmanhet ar problemet att analytiskt bestiimma 
ett minimalytstycke, hvars begransning bildas af tre riita linier som 
aro parallela med koordinataxlarna i ett ratvinkligt system, oandligt 
mangtydigt. Vid behandlingen af problemet maste saledes vissa 
inskrankningar gores, 

Rimiann uppstiillde, sasom redan framholls, fordran att amplituden 
af en sektor, som striicker sig i oandligheten och har karaktSren af 

7 t 

en skrufyta, bcir hafva storleken Denna fordren kommer i det fiil- 
jande att uppratthallas. 

Ehuru Rieniann ej tagit i betraktande ytstycken, prl hvilkas analy- 
tiska fortsiittning en eller flere af de begriinsande linierna blifva 
dubbellinier, sa vill jag dock pa fiirut framhallna skill tilUita antagandet 
att, dil ett eller tva af afstanden A, £, C aro lika med noli, en eller 
flere af de begriinsande linierna kunna upptrilda sasom dubbellinier pa 
ytstyckets analytiska fortsiittning. Diiremot upptagas ej de fall till 
behandling, i hvilka en eller flere af de begriinsande linierna blifva fler- 
faldiga linier pa ytstyckets analytiska fortsiittning. 

Eniir ett af de ytstycken, till hvilka de Rmnann'^Oi formlema 

leda, har en sektor med en amplitud af storleken 2.. hvarvid sek- 

2 

torus begransning delvis bildas af tva at olika hiill riktade delar af 
samma begransande linie, sa har vid det ifriigavarande speciella pro- 
blemets behandling antagits, att de upptradande sektorerna kunna hafva 

amplituden 2*~ 


12 
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E. R. NEOVIUS: 


Under dessa antaganden har jag l 5 st problem et att analytiskt 
bestanima ett minimalytstycke, hvars begransning bildas af tre rata 
linier X, V och af hvilka linien Z skar linierna -ST och F under 
rata vinklar. 

Undersokningen leder till det resultat, att de tre rrita linierna 
bestamma icke mindre an olika ytstycken, hvartill annu striingt 
taget komma dessa ytors spegelbilder i ett af planen ZAT eller ZV, 
betraktade sJlsotn speglande plan. Bland dessa ytstycken inga de 
hvilka framgS. ur Riemann's formler. Sex af dessa ytstycken be- 
stammas genom de tre linierna med en och samma forknippning af 
liniernas oandligt aflagsna punkter 

Prof. A. Schivarz torde vara den forsta som hfinvandt upp- 
marksamheten pi, att genom en och samma begransning kan fdras 
mer an ett minimal57tstycke. Sasom exempel harpa betraktar Prof 
Schwarz en sexhdrning i rymden med tva symmetriaxlar och visar, 
att genom densamma tre minimalytstycken aro bestamda. 

Den analytiska behandlingen af de 12 nya ytstyckena, hvilka ej 
framgl mx Riema 7 tiis formler, fbrsvlras genom den omstandigheten, att 
de sfariska bilderna af dessa ytor aro sammansatta antingen af 4, 5i 
7, 9 eller 10 sfariska oktanter, medan de sfariska bilderna af de yt¬ 
stycken, som framgl ur Riema 7 ins formler, bildas af i, 3, eller 5 ok¬ 
tanter. 


Resultatet af den undersokning jag genomfort ar fdljande. 

Problemet att analytiskt bestamma ett minimalytstycke, hvars be¬ 
gransning bildas af tre rata linier, af hvilka hvar och en star vinkelriit 
emot riktningarna af de tva ofriga, leder under vissa begriinsande anta- 
gande (sid 177), fdrutom till de genom Riemann's formler bestamda 
ytstyckena, till foljande antal nya grupper af ytstycken eller til foljande 
antal nya ytstycken. 

I) Ar intet af afstinden C emellan de tre begriinsande 

linierna lika med noil, si fores man till endast en ny grupp ytstycken, 
forutsatt att hvarje begransande linie bor vara en enkel linie pa yt- 
styckenas analytiska fortsattning. Ytstyckena i denna grupp aro s. k. 
dubbelytor och aro dubbeltsammanhangande- 

II) Ar ett af afstinden B, C lika med noil, si ledes man till 
tre nya grupper af ytstycken. PI den analytiska fortsattningen af yt¬ 
styckena, horande till tvl af gi'upperna, aro de begransande linierna 
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enkla linier. Ytorna i den ena af dessa grupper aro dubbelytor med 

endast tva sektorer af de resp. amplituderna - och PS den 

2 2 

analytiska fortsattningen af ytstyckena, hdrande til den tredje gruppen, 
aro tva af de begransande linierna dubbellinier. 

Ill) Aro tvh af afstanden A, B, C lika med noli, sa ledes man till 
72 nya minimalytstycken eller inalles till 16 ytstycken genom samma 
tre rata linier, Af dessa ytstycken aro 10 sa beskaffade, att de begran¬ 
sande riita linierna aro enkla rata linier. Pa den analytiska fortsatt¬ 
ningen af de ofriga 6 ytstyckena ar antingen en eller ock aro tva 
af de begransande linierna dubbellinier. 


13’^ 



OM KONVERGENSEN AF DE POINCARfi’SKA 
©-SERIERNA I HUFVUDCIRKELFALLET. 

AF 

SEVERIN JOHANSSON. 


1. I sin afhandling: Die eindetitigett automorphen Formen vom 
Geschlechte Null, cine Revision und Erweiterung der Poincare'schen 
Satse, Math. Ann., Bd. 41- pag- i. (1892), bar Ritter uppstiillt satsen, 
att de Poincare'ska serierna af dime7isione7i —2 icke liingre iiro abso- 
lut konvergettta, om polygonnlitet har en eller oandli^t manga grans- 
kuruor. Vidare hafva Ritter och Burnside i) funnit satsen, att vid de 
Imfvudcirkelgrupper, hvilkas polygonniit dfvert&cker kela planet och 
hvilkas griinspunkter salunda icke ligga dfverallt idtt pA hufouddrkelns 
periferi, de Poincari'ska scriema af dimensiotien —2 konvergera 
absolut och likfonnigt i held nlitet, 

Ar 

YH + b ' 

en substitution inom en hufvudcirkelgrupp uti T\-planet, sii handlar det 
i de niimnda satserna om serien 

dar summan utstrackes ofver alia substitutioner i hufvudcirkelgruppen. 

Vid frS,gan om denna series konvergens komma enligt de namnda 
satserna hufvudcirkelgrupperna att uppdelas i tva typer, allteftersom 


') Se § 12 i Riikrs afhandling i Math. Ann., Bd. 41, och Burnside i On a class of 
automorphic functions^ Proceedings of the London Math. Soc„ Nov, 1891. 
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hufvudcirkeln ar en gransclrkel, ofver hvars periferi gruppen icke kan 
fortsattas, eller icke; i det forra fallet divergerar^serien (i), i det senare 
ar serien konvergent. 

Da i det senare fallet gruppen allt annu pa sjalfva periferin af 
hufvudcirkeln ar egentligt diskontinuerlig, medan i det forra fallet den 
egentliga diskontinuiteten upphor pS sagda periferi, kunnavi ocksa ut- 
trycka saken sa, att vi saga: Serien (i) ^r konvergent eller divergent 
beroende pa, om hufvudcirkelgruppen ar egentligt diskontinuerlig pa 
periferin af hufvudcirkeln eller icke. 

2 . Dessa satser aro alia riktiga, sal^ge det handlar om grupper 
med ett andligt antal alstrande substitutioner. Men om vi betrakta 
ocksa grupper med oandligt manga alstrande, sa forlorar det ofvan 
angifna konvergenskriteriet sin betydelse. Jag skall namligen har ge 
exempel pa grupper, som ha hufvudcirkehi till verklig grlinscirkel 
och s&lunda icke Idngre dro pa dess periferi egentligt diskontinuerliga^ 
men vid Itvilka trots det summan 



koiwergerar.. Dessa grupper ha da oandligt manga alstrande i). 

3 . For att erhalla ett sadant exempel, konstruerar jag en hufvud- 
cirkelgrupp pa loljande satt. 

Vi t^ka OSS pi periferin af enhetscirkeln en sluten [abgeschlossen) 
ingenstades tat punktmangd IIo. Denna mangd bestir som bekant af 
andpunkterna af en numrerbar {abzdklbar) mangd cirkelbagar by af denna 
periferi, hvilka sakna gemensamma punkter, och dessa andpunkters 
hopningsstallen. 

Vi rita nu ofver alia de namnda, fran punkter i mangden TLq fria 
cirkelbagarna by ortogonalcirklar till enhetscirkeln och bekomma pa 
si satt oandligt minga cirkelbigstvihorningar, af hvilka enhvar be- 
gransas af en bage by och den tillhorande ortogonalcirkeln. Om vi 
aflagsna alia dessa tvihomingar ur enhetscirkelns yta, sa iterstar ett 
kontinuum Aq, hvilket vi vilja kalla en cirkelbigspolygon. 

&Yo vara en godtycklig cirkelbige &v Om vi spegla i den ofver 
by, lagda orto gonalcirkeln, sa uppslar sasom bild af mangden Uq pa 

1 ) Se mm afhandling: Zkt TAeone der Komergenz Her Poincare^schm Rethen hH den 

Haupikreisgruppen i Ofversigt af Finska Vetenskapssocietetens Forhandlingar Bd LIII 

1909—1910 Afd. A. No. 15. 
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bagen bv„ en sluten, ingenstades tat punktmangd rrv„; mangden nv„ bar 
darvid andpunkterna af bagen by., gemensamma med Ho och bestar i 
ofrigt af andpunkterna af vissa lilngs bv„ liggande bagar b,.^ och deras 
hopningspunkter. 

Till bagama bv„v drager jag ater ortogonalcirklar pa samma ^satt 
sotn till bagarna by. Det uppstar darigenom ater oandligl manga 
cirkelbSgstvahorningar, hvilka alia tillhora den af by,, och dess ortogonal- 
cirkel begriinsade tvahorningen. Om vi ur denna sistnamnda tvahor- 
ning aflagsna alia dessa oiindligt manga nya tvahorningar, sa aterstar 
en cirkelbagspolygon Ay„. Ay„ ar da tydligen spegelbilden af Ao i den 
ofver byo dragna ortogonalcirkeln. 

' Pa samma satt kunna vi nu i obegransad fbljd astadkomma nya 
spegelbilder, i det vi standigt spegla vidare ofver »fria« ortogonalcirklar. 
Speglingsprocessen afvecklar sig fullkomligt lika som i det bekanta 
fallet, da A, begransas af ett andligt antal ortogonalcirklar till enhets- 
cirkeln. SSsom slutresultat bekomma vi ett nat af cirkelbagspolygoner 

A'", A‘«, •••• 

och oiindligt manga slutna, ingenstades tata punktmiingder 

••••, 

af hvilka tva olika hdgst ha tva punkter gemensamma. 

Polygonen A''' nar i punkterna, tillhorande mangden flM, ut till 
periferin af enhetscirkeln, men bestar i ofrigt uteslutande af punkter 
tillhorande det inre af enhetscirkeln. Polygonerna A<’'> lagra sig invid 
hvarandra och deras sammanfattning dfvertacker enhetscirkelns inre 
fullstiindigt en ging. 

4 Ur de harmed definierade speglingama bilda vi harefter pa det 
kilnda siittet en grupp af lineilra substitutioner. Vi strecka fordenskull 
var utgJLngspolygon Aq. De genom spegling dfver Aq : s randej upp- 
komna polygonerna Ay lemna vi ostreckade; diirpa strecka vi ater de 
ur Ay genom spegling ofver de fria riinderna uppkomna polygonerna 
o. s. V. Pa sadant siitt blir slutligen hela viirt polygonniit sammansatt 
af turvis streckade och ostreckade polygoner, hvarvid af tvl invid 
hvarandra liggande polygoner den ena alltid iir streckad, den andra 

ostreckad. . 

Betrakta vi darpa de operationer, som ofverfdra saminanfattmngen 
af alia streckade eller alia ostreckade omriden i sig, sa bilda dessa 
operationer en grupp, F, af lineiira substitutioner. 
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Otin Avo ar en godtycklig af de invid 
bildar tydligen polygonen 


Ao liggande 


polygonerna, si 


f "'“!r f 

tionema 1 r uppsta ur oandligt manga polygoner 

^'“> = ^0. 4 '^\ 

US .„da gang; 

hvarje bestar damd af en streckad och en ostreckad polygon A. 

tillhoran2°”penferin af enhetscirkeln i alia punkter 
horande det infe af enheteckkd: TJrT 

punktmangdernalLochn mS p ? f ^^““^“fettningen af 

punktmaned Ur P v, “ed/|„ sa ar />„ en ingenstades tat sluten 

grupoen /slutna fwmedling af substitutionerna i 

gruppen 1 slutna, ingenstades tata mangder 

P(V ....^ 

^''•)*'nir*i lilt tilf^ punkter gemensamma. Polygonen 
punkter. ^ enhetscirkeln horande 

^ Punktema pi periferin af enhetscirkeln sonderfalla i tvi klasser- 

minga ortogonalcirklar. Punktema af Vdrsta artenTroT^' 
till n^on af mangderna P<«) P<u .... horande punktema " 
allt P"”^tema af forsta arten som de af andra arten ligga ofver 

T “ 

rof^or-' 

..!dta.„s„rg2ef r d tir”'*"’"’'*"" ‘"" 

fram^^'hd/.tidfdtof* ““gransdM. Delta 



OM KONVERGENSEN AF DE POINCARE’SKA B-SERIERNA I HUFVUDCIRKELFALLET. l85 


6 . Punktmangden bestar af jindpunkterna af oandligt manga 
cirkelbagar dy och deras hopningspunkter, Emedan cirkelbagarna dy 
sakna gemensamma punkter, sfi iir 



2n. 


Vi ha saledes att siirskilja mellan tva mojliglietcr. Antingen iir 


eller 


V 

X 

V 


tfy -- 271 

dy < 23t. 


Vi kalla dessa fall det paraboliska och det hypcrboliska fallet. 


Uttrycket 



V 


vilja vi kalla det langs enhetscirkelns periferi uppmiltta innehallct af 
punktmangden De bada fallen skilja sig da sa fran hvarandra, 

att i det paraboliska fallet fundanientalmangden ar utan innch«ill 
d. V. s. bar innehallet noil, medan i det hypcrboliska fallet fundamental- 
mangden bar ett fran noli skildt innehall. 


?• I det jag forbehaller mig att senare aterkomma till det parabo¬ 
liska fallet, bevisar jag hiir foljande sats^): 

Vid alia hufvudcirkdgriippcr af hypcrbolisk typ konvergera dc 


PoincarPska serierna af dimensionen — 2. 

r ma alltsii vara eii grupp af hyperbolisk typ; dess substitiitioner 
ma vara Kmedan betyder cn forskjutning af enlictscirkeln 

i sig, sa bar formen 




4 - 


dar b'rt och aro de konjugerade talen till bit*! och dilrvid ar 

|b(p)l2 —I Y**)!®— I. 


*) Denna sats innesluter i sig <len af RitUr och liwitside funna salscn, ty vid de af 
dem betraktade grupperna innehaller RW ett iindligt antal kontinua (cirkelbagar) 
och har foljaktligen ett fran noil skildt innchull. 
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Det galler att bevisa, att serien 


konvergerar. 
Nu ar 


eller alltsa 


Punktema 




-^; = 5(Hr'(oo). 


aro fbljaktligen eqvivalenta med den oandligt aflagsna punkten och 
ligga alltsa utom enhetscirkelns periferi. Da vidare alia dessa punkter 
ligga i det ^dliga, kan man med nollpunkten sasom medelpunkt sla 
en sa stor cirkel, att de alia ligga inom denna cirkel; dess radie ma 
vara R, Vidare ma r <; i. Da ar for | t\ | ^ r 


(i — r)*‘ I Y<^‘) 1^ ^ I + I 


Foljaktligen konvergerar eller divergerar serien 


Y"*'*! + b'w I* 


for alia punkter i det inre of enhetscirkeln samtidigt med serien 


Vir uppgift ar numera att Idagalagga, att sistnamnda serie kon¬ 
vergerar i det hyperboliska fallet. 


8» For alia punkter af enhetscirkeln och saledes ocksd for punk¬ 
tema pa periferin galler enligt (3) olikheten 
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I ^ ^ 

Ar da det minsta vardet af 


1 •Y'''’n'+ ? 

pa periferin af enhetscirkeln, sa giiller olikheten 

( 6 ) • I Yli*") [s ■ 

Numcra betrakta vi pa periferin af enhetscirkeln punktmangderna 
/>{“) och PW, som uppkommer ur P(®) genom formedling af SIf). 

Till mangden P(") hora cirkelbagarna 

^1, ^4. • • * • 

och till mangden pa alldeles samma satt bagarna 

d<r\ •••• 


Ar /i**) innehallet af och innehallet af sa iir 


och 


m — 27t 



V 

/M = 231 — 


V 


Cirkelbagarna 4 **’ uppstt ur cirkelbagarna genom formedling af 
substitutionen Vi kunna tanka oss de bada serierna af cirkel- 

bagar sa ordnade, att ar afbilden af df. 

Ar nu « ett godtyckligt positivt belt tal, sa framstaller uttrycket 


V—n 



v,.l 


totallangden af vissa pa enhetscirkelns periferi liggande bagar. Om vi 
pa dessa bagar anvanda substitutionen SM, sS uppkomma bagar, 
hvilkas totallangd iir 
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Da bestar olikheten 




^ . I 271 




y=n 


Da denna olikhet galler for alia varden pa k, sk fratngar hiirur, att 

den^af godtyckligt positivt belt tal, sa ar fdreningsmang- 

PW, -, P{N) 

olrifrr? '"g^“stades tat mangd af punkter pu enhetscirkelns 

Tk^r tillkommer alllsi pS samma slitt som de en-- 

shWa punktm^derna ett bestamdt langs periferin uppix,att inne- 
all. Da emellertid de ofvan angifna mangderna ha hogst tvd punkter 
parvis gemensamma, si ar delta innehlll lika med 

Di tandrasidan det betraktade innehallet ar mindre an 27r, sa Pdljer, att 




Di denna olikhet galler for alia varden pS N 
serien ^ ’ 


pa sa foljer hiirur, att 




konvergerar. ^ 

,.ri» («) " -elWd Olhidlp (;), att 


konvergerar. Fdljaktligen konvergerar enligt (6) ocksa 


serien 
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Men delta innebar enligt 
sio 7 ie 7 i — 2 





( 3 ), aU den Poincare'ska seric7i af di77tc7h 


ko7ivergerar for 1| << i. 





Harmed ar satscn bevisad. 
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